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SUMMARY 
In any sys tem d e s i g n , r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s canno t a l w a y s be 
met s i m p l y by d e s i g n i n g a sys tem t h a t w i l l p e r f o r m t h e i n t e n d e d sys tem 
f u n c t i o n s . The sys tem d e s i g n e r r e s p o n s i b l e f o r d e s i g n i n g a r e l i a b l e 
sys tem must t h e r e f o r e t r a n s l a t e t h e o v e r a l l sys tem r e l i a b i l i t y r e q u i r e ­
ment i n t o n u m e r i c a l r e q u i r e m e n t s a t v a r i o u s subsys tems and u n i t s w h i c h 
c o m p r i s e a g i v e n s y s t e m . The p u r p o s e o f t h i s r e s e a r c h i s t o d e v e l o p 
c o m p r e h e n s i v e methods f o r a l l o c a t i n g a sys tem r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t 
t o t h e v a r i o u s subsys tems and l o w e r l e v e l s o f a sys tem when i t i s 
d e s i r e d t o a c h i e v e t h e s p e c i f i e d r e l i a b i l i t y g o a l c o n s i s t e n t w i t h a 
s e t o f sys tem c o n s t r a i n t s . S p e c i f i c a r e a s o f i n v e s t i g a t i o n i n c l u d e d 
t h e f o l l o w i n g : (1 ) t h e deve lopment o f methods f o r d e t e r m i n i n g t h e 
r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s a t v a r i o u s subsys tem l e v e l s w i t h i n a sys tem 
w h i c h w i l l m i n i m i z e c o s t s o f a c h i e v i n g t h e s p e c i f i e d l e v e l o f sys tem 
r e l i a b i l i t y c o n s i s t e n t w i t h a g i v e n s e t o f s ys tem c o n s t r a i n t s , (2 ) 
t h e deve lopmen t o f a method f o r a l l o c a t i n g a sys tem r e l i a b i l i t y r e ­
q u i r e m e n t i n t o subsys tem l e v e l s b a s e d on t h e c o n c e p t o f t o t a l s y s t e m 
c o s t s , ( 3 ) t h e deve lopment o f a p p r o p r i a t e c o m p u t a t i o n a l p r o c e d u r e s f o r 
t h e r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n and o p t i m a l r edundancy p r o b l e m s , and (4 ) 
f i n a l l y t h e e v a l u a t i o n o f r e l i a b i l i t y improvement o b t a i n a b l e t h r o u g h 
r e p a i r a b l e r e d u n d a n c y a t t h e weak sys tem e l e m e n t s . 
Because o f t h e c o m p l e x i t y i n r e l a t i n g many i n t e r a c t i n g f a c t o r s 
i n v o l v e d i n t h e r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n p r o c e s s , t h e sys tem r e l i a b i l i t y 
a l l o c a t i o n i s c a r r i e d o u t i n t h i s r e s e a r c h t h r o u g h two d i s t i n c t m e t h o d s — 
v i i i 
t h e f u n c t i o n a l a l l o c a t i o n m e t h o d , and t h e d e t a i l e d a l l o c a t i o n me thod . 
W i t h t h e a p p l i c a t i o n o f t h e f u n c t i o n a l a l l o c a t i o n m e t h o d , t h e sys tem 
d e s i g n e r can a s s i g n a f i r s t s e t o f n u m e r i c a l r e q u i r e m e n t s f o r e a c h o f 
t h e ma jo r f u n c t i o n a l equ ipment g r o u p s i n a g i v e n s y s t e m . The s u p p l e ­
men ta ry a l l o c a t i o n s among v a r i o u s subsys tems and l o w e r l e v e l s o f a 
sys tem a r e t h e n a c c o m p l i s h e d by t h e use o f t h e d e t a i l e d a l l o c a t i o n 
me thod . 
The deve lopmen t o f t h e f u n c t i o n a l a l l o c a t i o n method was c o n ­
c e r n e d w i t h two f u n d a m e n t a l a s p e c t s o f t h e r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n 
p r o c e s s — a m a t h e m a t i c a l mode l f o r t h e a l l o c a t i o n , and t h e s t a n d a r d 
i n p u t d a t a t o t h e m o d e l . I n t h e f i r s t a r e a , t h e o b j e c t i v e was t o 
d e v e l o p a r e a l i s t i c and p r a c t i c a l a l l o c a t i o n mode l w h i c h i s g e n e r a l l y 
a p p l i c a b l e t o v a r i o u s t y p e s o f s y s t e m s . I n o r d e r t o a c h i e v e t h i s 
o b j e c t i v e , a m a t h e m a t i c a l mode l was d e v e l o p e d i n w h i c h t h e sys tem r e l i ­
a b i l i t y r e q u i r e m e n t i s a p p o r t i o n e d among t h e s e v e r a l f u n c t i o n a l e q u i p ­
ment g r o u p s i n c o n s i d e r a t i o n o f such f a c t o r s as u n i t s t a t e - o f - t h e - a r t , 
u n i t c o m p l e x i t y , u n i t d u t y c y c l e , u n i t e s s e n t i a l i t y t o t h e sys tem s u c c e s s , 
u n i t a p p l i c a t i o n a l s t r e s s e s , use e n v i r o n m e n t a l f a c t o r s as w e l l as t h e 
o v e r a l l f e a s i b i l i t y o f t h e s p e c i f i e d sys tem r e q u i r e m e n t . The s t a n d a r d 
i n p u t d a t a r e q u i r e d f o r i m p l e m e n t i n g t h e a l l o c a t i o n method as w e l l as t h e 
s t e p - b y - s t e p p r o c e d u r e f o r d e t e r m i n i n g them were d e s c r i b e d i n d e t a i l . 
I n t h e f u n c t i o n a l a l l o c a t i o n , t h e sys tems w h i c h i n c l u d e r e d u n d a n c y were 
n o t t r e a t e d b e c a u s e o f t h e c o n s i d e r a t i o n t h a t a p r e l i m i n a r y s y s t e m 
d e s i g n i n t h e e a r l y p h a s e s o f a deve lopmen t p rog ram p r i m a r i l y d e t e r ­
mines t h e t y p e and minimum s e t o f f u n c t i o n a l equ ipmen t r e q u i r e d t o 
p e r f o r m t h e i n t e n d e d sys tem f u n c t i o n s , and t h e r e f o r e t h e use o f 
r e d u n d a n c y i s n o t a s t a n d a r d d e s i g n p r a c t i c e a t t h i s s t a g e o f t h e 
sys tem d e s i g n . 
Once t h e r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s a t t h e f u n c t i o n a l equ ipment 
l e v e l have been e s t a b l i s h e d , i t i s t h e t i m e t h a t t h e sys tem d e s i g n e r 
c a r e f u l l y r e v i e w s and m o d i f i e s , i f n e c e s s a r y , t h e a l l o c a t e d r e q u i r e ­
ments as soon as t h e d e t a i l e d f e a s i b i l i t y s t u d y d i s c l o s e s t h e d i s c r e p ­
a n c i e s be tween t h e a l l o c a t e d r e q u i r e m e n t s and improvement f e a s i b i l i t y . 
The most i n t e r e s t i n g c a s e a r i s e s when t h e r e a r e s e v e r a l d e s i g n 
a p p r o a c h e s a v a i l a b l e f o r a c h i e v i n g t h e a l l o c a t e d r e q u i r e m e n t s i n c l u d i n g 
s u c h methods as (1 ) r e d u n d a n c y a t t h e weak u n i t s v e r s u s d e s i g n s i m p l i ­
f i c a t i o n o r f u r t h e r d e r a t i n g o f t h e sys tem e l e m e n t s , o r (2 ) r e d e s i g n i n g 
weak u n i t s v e r s u s a s e a r c h f o r h i g h r e l i a b i l i t y c o m p o n e n t s , o r (3 ) 
c o m b i n a t i o n o f t h e s e a p p r o a c h e s . Any c h o i c e o f a v a i l a b l e d e s i g n 
a p p r o a c h e s t o a c h i e v e t h e d e s i r e d l e v e l o f r e l i a b i l i t y must t h e n be 
b a s e d on t h e sound t r a d e - o f f a n a l y s i s w h i c h s e r v e s t o s e l e c t one 
opt imum d e s i g n a p p r o a c h t h a t can be a c h i e v e d f o r a g i v e n e x p e n d i t u r e 
o f e f f o r t s , u s u a l l y w i t h i n t h e l i m i t a t i o n s o f a v a i l a b l e f u n d s , sys tem 
w e i g h t , t i m e o r manpower. 
The d e t a i l e d a l l o c a t i n method d e v e l o p e d f o r a c c o m p l i s h i n g t h e s e 
s u p p l e m e n t a r y a l l o c a t i o n s t a k e s e x p l i c i t l y a c c o u n t o f t h i s e x i s t e n c e 
o f s e v e r a l d e s i g n a p p r o a c h e s a t e a c h f u n c t i o n a l equ ipment g r o u p . The 
a l l o c a t i o n p r o b l e m f o r m u l a t e d i s t h e n t h a t o f s e l e c t i n g t h e d e s i g n 
a l t e r n a t i v e and t h e l e v e l o f r edundancy a t e a c h subsys tem i n such a 
way as t o max im ize t h e o v e r a l l sys tem r e l i a b i l i t y when (1) t h e r e a r e 
s e v e r a l d e s i g n a p p r o a c h e s a v a i l a b l e , and (2 ) t h e r e a l s o e x i s t t h e 
c o n s t r a i n t s on sys tem c o s t s and w e i g h t f o r a g i v e n s y s t e m . An a p p l i c a -
t i o n o f d y n a m i c programming t e c h n i q u e s t o t h i s a l l o c a t i o n p r o b l e m 
r e s u l t e d i n a m o d i f i e d f o r m u l a t i o n o f t h e p r o b l e m i n w h i c h t h e c o n ­
s t r a i n t on w e i g h t i s e l i m i n a t e d by t h e u s e o f t h e L a g r a n g e m u l t i p l i e r 
m e t h o d . I t was f o u n d t h a t t h e r e d u c t i o n i n d i m e n s i o n a l i t y o f t h e 
p r o b l e m t h r o u g h t h e L a g r a n g e M u l t i p l i e r m e t h o d r e s u l t s i n a c o n s i d e r a b l e 
s a v i n g s i n t h e c o m p u t a t i o n a l e f f o r t s . H o w e v e r , i t was a l s o f o u n d t h a t 
t h e p r e s e n c e o f t w o o r more s y s t e m c o n s t r a i n t s d o e s n o t c h a n g e t h e 
b a s i c n a t u r e o f t h e r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n p r o b l e m c o n s i d e r e d h e r e i n . 
The s t e p - b y - s t e p c o m p u t a t i o n a l p r o c e d u r e f o r t h e a l l o c a t i o n 
p r o b l e m was d e s c r i b e d w i t h t w o h y p o t h e t i c a l p r o b l e m s . A c o m p u t a t i o n a l 
f l o w c h a r t t h a t may b e u s e d f o r t h e c o m p u t e r p r o g r a m was a l s o p r e s e n t e d . 
The n a t u r e o f t h e c o m p u t a t i o n a l p r o c e d u r e s d e v e l o p e d i s s u c h t h a t w h e n ­
e v e r t h e m o d i f i e d a l l o c a t i o n p r o b l e m i s s o l v e d , a b y - p r o d u c t o f t h e 
c a l c u l a t i o n o f t h e o p t i m a l p o l i c y i s a s e t o f s t a t e v a l u e s o f t h e 
e l i m i n a t e d c o n s t r a i n t f u n c t i o n t h a t w i l l p e r m i t t h e s e n s i t i v i t y a n a l y s i s 
i n t h e g i v e n c i r c u m s t a n c e s . In m o s t c a s e s o f t h e s y s t e m r e l i a b i l i t y 
a l l o c a t i o n s , t h i s s e n s i t i v i t y a n a l y s i s i s more i n t e r e s t i n g and u s e f u l 
t h a n s o l v i n g t h e p r o b l e m f o r a p a r t i c u l a r v a l u e o f t h e c o n s t r a i n t . 
Even i n t h e c o m p l e x s y s t e m s c o n t a i n i n g many s y s t e m e l e m e n t s , n o s e r i o u s 
c o m p u t a t i o n a l d i f f i c u l t i e s a r i s e s i n c e t h e c o m p u t a t i o n a l s c h e m e d e v e l ­
o p e d i s r a t h e r s i m p l e , p r a c t i c a l , and y e t y i e l d s an e x a c t s o l u t i o n t o 
t h e p r o b l e m . 
One i m p o r t a n t c o n c e p t w h i c h i s n o t i n c o r p o r a t e d i n t h e d e v e l o p ­
ment o f t h e f u n c t i o n a l a l l o c a t i o n m e t h o d i s t h a t o f t o t a l s y s t e m c o s t s 
w h i c h i s o f p r i m e i m p o r t a n c e i n any d e v e l o p m e n t p r o g r a m . A r e l i a b i l i t y 
a l l o c a t i o n m e t h o d b a s e d on t h e c o n c e p t o f t o t a l s y s t e m c o s t s was 
d e v e l o p e d i n w h i c h t h e a l l o w a b l e sys tem f a i l u r e r a t e i s a p p o r t i o n e d 
among subsys tem l e v e l s so as t o m i n i m i z e t h e sum o f t h e a m o r t i z e d 
i n i t i a l i n v e s t m e n t c o s t s , a n n u a l o p e r a t i o n and m a i n t e n a n c e c o s t s , and 
t h e c o s t s a s s o c i a t e d w i t h t h e f a i l u r e o f t h e s y s t e m . T h i s a l l o c a t i o n 
method has s e v e r a l c h a r a c t e r i s t i c s . I t t a k e s i n t o a c c o u n t t h e p r ime 
c o s t e l e m e n t s t h a t a re r e l e v a n t i n t h e r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n ; and i t 
makes d i s t i n c t i o n be tween t h e o n e - t i m e i n i t i a l i n v e s t m e n t s and t h e 
p e r i o d i c r e c u r r i n g c o s t s w h i c h w i l l n o t o n l y p e r m i t an e a s y m e a s u r e ­
ment o f r e l e v a n t c o s t e l emen ts b u t a l s o a c t u a l l y m i n i m i z e t h e p o s s i b l e 
e r r o r s i n t h e e s t i m a t i o n o f t h e c o s t e l e m e n t s . The c o m p u t a t i o n a l 
method p r e s e n t e d i s r a t h e r s i m p l e so t h a t t h e s o l u t i o n s a r e e a s y t o 
o b t a i n i n a s t r a i g h t f o r w a r d manner . T h i s method was a p p l i e d t o a 
h y p o t h e t i c a l p r o b l e m i n o r d e r t o i l l u s t r a t e t h e method o f s o l u t i o n s . 
T h i s a l l o c a t i o n method a l s o p r o v i d e s t h e sys tem d e s i g n e r w i t h a b a s i s 
f o r e v a l u a t i n g a l t e r n a t i v e sys tem d e s i g n s i n te rms o f b o t h t h e c o s t 
o f a g i v e n l e v e l o f sys tem r e l i a b i l i t y and t h e sys tem r e l i a b i l i t y 
a c h i e v a b l e f o r a f i x e d amount o f f u n d s . The method i s t h u s " m i x e d " 
i n a s e n s e t h a t i t i n v o l v e s a l l o c a t i o n s o f sys tem r e l i a b i l i t y r e q u i r e ­
ments as w e l l as p l a n n i n g d e c i s i o n s . 
The f i n a l p a r t o f t h i s r e s e a r c h was c o n c e r n e d w i t h t h e e v a l u a ­
t i o n o f r e l a t i v e improvement i n r e l i a b i l i t y o f t h e r e d u n d a n t sys tem 
where some sys tem e l e m e n t s a r e made r e p a i r a b l e w h i l e i n o p e r a t i o n by 
an a t t e n d i n g o p e r a t o r . I n c e r t a i n s i t u a t i o n s , t h e sys tem d e s i g n e r can 
i n c r e a s e r e l i a b i l i t y o f h i s sys tem by mak ing t h e weak sys tem e l e m e n t s 
r e p a i r a b l e r a t h e r t h a n t h e s t r a i g h t d u p l i c a t i o n o f t hem. I t i s t h e n 
d e s i r a b l e t o f i n d t h e r e l a t i v e improvement i n r e l i a b i l i t y o r i n i t s 
x i i 
mean t i m e t o f a i l u r e o f t h e r e p a i r a b l e sys tem o v e r i t s n o n - r e p a i r a b l e 
c o u n t e r p a r t . The r e l i a b i l i t y f u n c t i o n s and t h e f o r m u l a s f o r t h e mean 
t ime t o f a i l u r e were d e r i v e d f o r b o t h t h e r e p a i r a b l e and n o n - r e p a i r a b l e 
sys tems w h i c h w i l l i n t u r n p e r m i t t o e s t i m a t e t h i s r e l a t i v e improvement 
i n a g i v e n s i t u a t i o n . T h i s measure o f r e l i a b i l i t y improvement w i l l 
l e a d t o opt imum methods o f c h o o s i n g on p r o p e r c o m b i n a t i o n s be tween t h e 
s t r a i g h t r e d u n d a n c y and t h e r e p a i r p o l i c y b a s e d on such measures o f 
e f f e c t i v e n e s s as i n c r e a s e d sys tem w e i g h t and sys tem c o s t s i n any d e s i g n 
s i t u a t i o n where t h e a l l o c a t e d r e q u i r e m e n t s e x c e e d t h e c u r r e n t s t a t e o f 
t h e a r t c a p a b i l i t y f o r a g i v e n s y s t e m . 
CHAPTER I 
INTRODUCTION 
G e n e r a l C o n c e p t s 
One o f t h e most i m p o r t a n t and c h a l l e n g i n g e n g i n e e r i n g p r o b l e m s 
i n t h i s decade i s t h e d e s i g n and deve lopment o f h i g h l y r e l i a b l e sys tems 
f o r b o t h m i l i t a r y and c o m m e r c i a l u s e s . O n l y a f ew y e a r s ago r e l i a b i l i t y 
was a q u a l i t a t i v e and r a t h e r a b s t r a c t , e q u i v o c a l t e r m even f o r t h o s e who 
were engaged i n t h e e n g i n e e r i n g p r o f e s s i o n s . The l a c k o f u n d e r s t a n d i n g 
o f c o n c e p t s o f r e l i a b i l i t y and t h e u n a v a i l a b i l i t y o f much n e e d e d t e c h ­
n i q u e s o f r e l i a b i l i t y have no t o n l y c o s t b i l l i o n s o f d o l l a r s b u t a l s o 
s l o w e d t e c h n o l o g i c a l p r o g r e s s i n many f i e l d s . 
A l t h o u g h r e l i a b i l i t y has l o n g been c o n s i d e r e d as one o f t h e 
d e s i r e d q u a l i t i e s o f a p r o d u c t , i n t h e p a s t no a d e q u a t e t e c h n i q u e s 
e x i s t e d t o a c h i e v e t h i s d e s i r e d q u a l i t y . Howeve r , i n t h e l a s t f ew 
y e a r s , a l a r g e body o f methods o f r e l i a b i l i t y a n a l y s i s has been 
d e v e l o p e d i n r e s p o n s e t o modern n e e d s , mak ing p o s s i b l e sound q u a n t i t a ­
t i v e a n a l y s i s o f r e l i a b i l i t y f o r l a r g e comp lex s y s t e m s . R e l i a b i l i t y 
i s now r e c o g n i z e d by i n d u s t r y as one o f t h e e s s e n t i a l e n g i n e e r i n g 
t e c h n o l o g i e s . 
W i t h t h e r a p i d t e c h n o l o g i c a l i n n o v a t i o n s i n a l l e n g i n e e r i n g 
f i e l d s , f u n c t i o n a l r o l e s and m i s s i o n r e q u i r e m e n t s f o r a modern sys tem 
become i n c r e a s i n g l y s o p h i s t i c a t e d and c o m p l i c a t e d . C o n s e q u e n t l y , 
e n g i n e e r i n g sys tems i n e v i t a b l y become more comp lex i n t h e f u n c t i o n a l 
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c o n f i g u r a t i o n s n e c e s s a r y t o s a t i s f y t h e s e i n c r e a s e d p e r f o r m a n c e 
r e q u i r e m e n t s . R e l i a b i l i t y has e n t e r e d a new e r a w i t h t h e adven t o f t h e 
e l e c t r o n i c age i n w h i c h t h e equ ipment a n a l y z e s a b u l k o f b u s i n e s s d a t a , 
makes r o u t i n e d e c i s i o n s b a s e d on t h e i n p u t d a t a , c o n t r o l s au tomated 
c h e m i c a l p r o c e s s e s , and p r o v i d e s a commun i ca t i on ne two rk o r e a r l y 
w a r n i n g o f an enemy 's s u r p r i s e a t t a c k . I t i s n o t s u r p r i s i n g t h a t t h e 
number o f e l e c t r o n i c components u s e d i n t h e modern weapons s y s t e m s , 
f o r i n s t a n c e , has grown f r o m t e n t o hund reds and even t o t h o u s a n d s . 
S i m i l a r t r e n d s can a l s o be o b s e r v e d i n t h e d e s i g n o f modern computer 
sys tems and c o n t r o l n e t w o r k s u s e d i n au tomated s y s t e m s . 
As sys tem c o m p l e x i t y i n c r e a s e s r a p i d l y , t h e c o n c e p t o f sys tem 
r e l i a b i l i t y i n v a r i a b l y becomes a c r i t i c a l p r o b l e m . S i n c e t h e c o m p l e x i t y 
o f t h e sys tem i s one o f t h e s p e c i f i c c a u s e s o f i t s u n r e l i a b i l i t y , 
i n d u s t r y has become c o n s c i o u s o f t h e i m p o r t a n c e o f r e l i a b i l i t y and has 
i n i t i a t e d t h e r e l i a b i l i t y - o r i e n t e d p l a n n i n g , d e s i g n , and t e s t i n g 
p rograms i n t h e deve lopment o f a new s y s t e m . R e l i a b i l i t y has become 
a p r i m a r y c o n c e r n , e s p e c i a l l y i n t h e d e s i g n , p r o c u r e m e n t , p r o d u c t i o n , 
o p e r a t i o n , and m a i n t e n a n c e p h a s e s o f t h e sys tem deve lopment f o r com­
m e r c i a l , m i l i t a r y , and space e x p l o r a t i o n u s e s . 
The c o n c e p t o f r e l i a b i l i t y i s e x t r e m e l y i m p o r t a n t i n t h e d e s i g n 
o f sys tems f o r m i l i t a r y u s e s , and w i l l be c r i t i c a l i n t h e manned space 
f l i g h t and e x p l o r a t i o n where f a i l u r e - f r e e o p e r a t i o n i s v i t a l t o t h e 
p r e s e r v a t i o n o f human l i f e and h i g h l y e x p e n s i v e equ ipment due t o t h e 
f a c t t h a t t h e sys tem f a i l u r e u s u a l l y a l l o w s no r e c o v e r y o f t h e e q u i p ­
ment and human l i f e i n v o l v e d . R e l i a b i l i t y i s o f u tmos t i m p o r t a n c e t o 
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t h e sys tem d e s i g n e r , e s p e c i a l l y when f a i l u r e o f t h e equ ipment he d e s i g n s 
may c a u s e l o s s o f t h e e n t i r e sys tem i n w h i c h i t i s u s e d a s , f o r i n s t a n c e , 
i n t h e manned a i r c r a f t sys tems where l o s s o f l i f e i s i n v o l v e d o r when 
i t i s p a r t o f t h e weapons sys tems i t s e l f w h i c h may be a v i t a l l i n k i n 
t h e s e c u r i t y and d e f e n s e o f t h e n a t i o n . 
Much o f t h e e a r l y r e l i a b i l i t y work was done by t h e Armed S e r v i c e s 
f o r t h e i r weapons s y s t e m s , and m i l i t a r y a u t h o r i t i e s have s i n c e been 
a c t i v e i n t h e deve lopmen t o f modern r e l i a b i l i t y t e c h n i q u e s . The c o n ­
c e p t o f r e l i a b i l i t y i s o f i n t e r e s t t o t h e m i l i t a r y e s t a b l i s h m e n t s s i n c e 
any i n a d v e r t e n t sys tem f a i l u r e may c a u s e t h e l o s s o f a m i l i t a r y m i s s i o n 
and l e a d t o d i s a s t r o u s c o n s e q u e n c e s . 
A n o t h e r r e a s o n f o r t h e m i l i t a r y emphas is on t h e r e l i a b i l i t y o f 
t h e weapons sys tems i s b e c a u s e o f h i g h sys tem m a i n t e n a n c e c o s t s and 
t h e s h o r t a g e o f s k i l l e d m a i n t e n a n c e t e c h n i c i a n s . A c c o r d i n g t o one 
s o u r c e , ' ' " m a i n t e n a n c e e x p e n d i t u r e s o f t h e Depar tment o f D e f e n s e have 
been e s t i m a t e d a t more t h a n $25 m i l l i o n p e r d a y , i n c l u d i n g t h e e m p l o y ­
ment o f abou t 800 ,000 m i l i t a r y and c i v i l i a n t e c h n i c i a n s who a r e d i r e c t l y 
engaged i n t h e m a i n t e n a n c e o f t h e m i l i t a r y weapons s y s t e m s — a t o t a l o f 
abou t $8 b i l l i o n p e r y e a r o r more t h a n 25 p e r c e n t o f t h e t o t a l d e f e n s e 
b u d g e t . I t i s a l s o r e p o r t e d t h a t f o r a sample o f f o u r p i e c e s o f e q u i p ­
ment i n e a c h o f t h r e e c l a s s e s — r a d a r , c o m m u n i c a t i o n , and n a v i g a t i o n — 
t h e a n n u a l s u p p o r t c o s t i s 0 . 6 , 1 2 , and 6 t i m e s , r e s p e c t i v e l y , t h e c o s t 
C o l . V . J . B r a c h a , Analysis of Reliability Management in 
Defense Industries3 USAF B a l l i s t i c System D i v i s i o n ( B S D - 6 2 - 4 8 ) . 
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o f t h e o r i g i n a l e q u i p m e n t . 
M i l i t a r y r e l i a b i l i t y c o n s i d e r a t i o n s became i n c r e a s i n g l y i m p o r t a n t 
d u r i n g t h e p o s t - 1 9 5 0 p e r i o d . D u r i n g t h e Korean War t h e r a p i d l y e x p a n d ­
i n g use o f e l e c t r o n i c weapons sys tems c o u p l e d w i t h t h e i r i n c r e a s i n g com­
p l e x i t y and i n a b i l i t y t o w i t h s t a n d s e v e r e m i l i t a r y e n v i r o n m e n t s unde r 
w h i c h weapon sys tems a r e e x p e c t e d t o o p e r a t e s a t i s f a c t o r i l y f u r t h e r 
c u l m i n a t e d i n t h e emphas is on r e l i a b i l i t y . 
I n 1952 t h e Depar tment o f D e f e n s e e s t a b l i s h e d t h e A d v i s o r y Group 
on R e l i a b i l i t y i n E l e c t r o n i c Equ ipment ( A G R E E ) , w h i c h c o n s i s t s o f n i n e 
s p e c i a l t a s k g r o u p s . The p r i m a r y p u r p o s e o f t h e AGREE g r o u p was t o 
m o n i t o r and s t i m u l a t e i n t e r e s t i n r e l i a b i l i t y m a t t e r s and recommend 
measures w h i c h w o u l d r e s u l t i n more r e l i a b l e e l e c t r o n i c e q u i p m e n t . The 
t a s k g r o u p s composed o f i n d u s t r i a l and g o v e r n m e n t a l r e p r e s e n t a t i v e s , 
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p u b l i s h e d a r e p o r t i n J u n e , 1 9 5 7 , w i t h many r e c o m m e n d a t i o n s . T h e i r 
i m p o r t a n t work has s t i m u l a t e d t h e g r o w t h o f modern r e l i a b i l i t y a c t i v i ­
t i e s , and many o f t h e i r recommenda t ions p r e s e n t l y a p p e a r i n t h e m i l i t a r y 
s p e c i f i c a t i o n s f o r e l e c t r o n i c e q u i p m e n t and s y s t e m s . The p r i m a r y 
recommenda t i on by t h e AGREE g roup was t o e s t a b l i s h n u m e r i c a l r e l i a b i l i t y 
r e q u i r e m e n t s and t h e n e c e s s a r y p rog ram c o n t r o l t e c h n i q u e s t o p r o p e r l y 
e x e c u t e t h e s e r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s f o r a l l m i l i t a r y weapons s y s t e m s . 
J . A , C a f a r o , and H . D. V o e g t l e n , " T h e Measurement and S p e c i f i ­
c a t i o n o f P r o d u c t A b i l i t i e s , " Industrial Quality Control, V o l . X V I I I , 
N o . 9 ( M a r c h , 1 9 6 2 ) , p p . 2 0 - 2 6 . 
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A d v i s o r y Group on R e l i a b i l i t y i n E l e c t r o n i c E q u i p m e n t , EeVua-
bility of Military Electronic Equipment ( W a s h i n g t o n , D . C . : U . S . 
Government P r i n t i n g O f f i c e , J u n e , 1 9 5 7 ) . 
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D u r i n g t h e p a s t d e c a d e , t h e m a n u f a c t u r e r engaged i n t h e d e s i g n 
and deve lopmen t o f new sys tems was f a c e d w i t h t h e n e c e s s i t y o f m e e t i n g 
c e r t a i n p e r f o r m a n c e r e q u i r e m e n t s . T h e o r e t i c a l l y , he was c o n s i d e r e d 
e q u a l l y r e s p o n s i b l e f o r a s s u r i n g a h i g h l e v e l o f r e l i a b i l i t y i n t h e 
new s y s t e m . S i n c e t h e p e r f o r m a n c e r e q u i r e m e n t s have a l w a y s been s p e l l e d 
ou t i n t h e c o n t r a c t u a l s p e c i f i c a t i o n s i n n u m e r i c a l t e r m s , t h e m a n u f a c ­
t u r e r u s u a l l y p l a c e s more emphas is upon t h e s e r e q u i r e m e n t s i n o r d e r 
t o f u l f i l l h i s l e g a l o b l i g a t i o n . However , as f a r as t h e m a n u f a c t u r e r ' s 
r e s p o n s i b i l i t y w i t h r e g a r d t o t h e c o n c e p t o f r e l i a b i l i t y i s c o n c e r n e d , 
i t i s g e n e r a l l y t r e a t e d as a s e c o n d a r y r e q u i r e m e n t i n c o n t r a s t w i t h 
p r i m a r y p e r f o r m a n c e r e q u i r e m e n t s . A f t e r a d e s i g n has a t t a i n e d o t h e r 
p e r f o r m a n c e r e q u i r e m e n t s w h i c h a r e r i g o r o u s l y s p e c i f i e d , t h e c o n c e p t 
o f r e l i a b i l i t y i s t h e n c o n s i d e r e d as an a f t e r t h o u g h t , b a s e d on t h e 
c l a s s i c a l e n g i n e e r i n g s t a t e m e n t "we w i l l do t h e b e s t we c a n i n o u r 
p r o d u c t as f a r as t h e r e l i a b i l i t y i s c o n c e r n e d . " 
E n g i n e e r i n g e x p e r i e n c e has shown t h a t t h i s " a f t e r t h o u g h t " 
a p p r o a c h t o w a r d r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s i s n o t s u f f i c i e n t and b e a r s 
t h e c o s t l y c o n s e q u e n c e s . The r e s u l t i n g d e s i g n o f a sys tem c r e a t e s an 
i r r e d u c i b l e f a i l u r e r a t e w h i c h c a n n o t be c u r e d o r e l i m i n a t e d f r o m t h e 
f i n i s h e d e q u i p m e n t . When t h e equ ipment has been f i n i s h e d , t h e s c h e d u l e d 
deve lopmen t t i m e f o r t h e sys tem has a l r e a d y been e x h a u s t e d and t h e s y s t e m 
i s now needed f o r t a c t i c a l u s e . S h o u l d t h e sys tem f a i l when n e e d e d , t h e 
money a l r e a d y s p e n t i s t o o g r e a t an i n v e s t m e n t t o be w r i t t e n o f f b e c a u s e 
o f p o o r r e l i a b i l i t y . 
V e r y l i t t l e can be done abou t u n r e l i a b i l i t y once a p i e c e o f 
equ ipmen t has been d e s i g n e d and i s i n p r o d u c t i o n . Somet imes , components 
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o f h i g h e r c a p a c i t y r a t i n g c a n be s u b s t i t u t e d i n an e f f o r t t o r e d u c e t h e 
f a i l u r e r a t e o f t h e e q u i p m e n t . However , i f a p i e c e o f equ ipment has 
t u r n e d o u t t o be u n r e l i a b l e b e c a u s e s u f f i c i e n t c o n s i d e r a t i o n s were n o t 
g i v e n t o r e l i a b i l i t y d u r i n g t h e i n i t i a l d e s i g n s t a g e s , o n l y e x t e n s i v e 
r e d e s i g n o r c o m p l e t e abandonment o f t h e deve lopment p rog ram can h e l p t o 
s o l v e t h e p r o b l e m , and t h u s money and t i m e a r e l o s t . 
I n o r d e r t o a v o i d u n d e s i r a b l e c o n s e q u e n c e s due t o u n r e l i a b i l i t y 
o f t h e s y s t e m , t h e sys tem m a n u f a c t u r e r must have a sound a p p r e c i a t i o n 
f o r and a comprehens i ve know ledge o f t h e c o n c e p t o f r e l i a b i l i t y . F r e ­
quen t f a i l u r e s i n t h e c o m m e r c i a l p r o d u c t s o f a company due t o u n r e l i a ­
b i l i t y w i l l soon c a u s e cus tomer d i s s a t i s f a c t i o n , l e a d t o l o s s o f p r e s ­
t i g e , and c a u s e e v e n t u a l l o s s o f b u s i n e s s i n t h e c o m p e t i t i v e m a r k e t s . 
As s c i e n c e and e n g i n e e r i n g t e c h n o l o g i e s advance t o s u c h an e x t e n t 
t h a t i t w i l l be n e a r l y p o s s i b l e t o c r e a t e e n g i n e e r i n g sys tems and e q u i p ­
ment w h i c h once e x i s t e d o n l y w i t h i n t h e r e a l m s o f s c i e n t i f i c i m a g i n a t i o n , 
t h e e x i s t i n g know ledge o f r e l i a b i l i t y e n g i n e e r i n g must a l s o be e x t e n d e d 
i n t o new h o r i z o n s i n o r d e r t o cope w i t h many p r e s s i n g p r o b l e m s . T h i s 
i s s i m p l y b e c a u s e o f t h e f a c t t h a t what i s f e a s i b l e and p o s s i b l e i n t h e 
e n g i n e e r i n g sys tem d e s i g n does n o t n e c e s s a r i l y l e a d t o a r e l i a b l e sys tem 
i n most c a s e s . 
The ma jo r c a u s e s o f u n r e l i a b i l i t y i n e v e r y sys tem can be t r a c e d 
t o t h e dynamic c o m p l e x i t y o f sys tem deve lopmen t p rog ram and t h e l a c k o f 
p r o p e r c o n t r o l t e c h n i q u e s f o r p r e v e n t i n g u n r e l i a b i l i t y i n t h e i n i t i a l 
p h a s e s o f a sys tem d e v e l o p m e n t . The e n g i n e e r i n g measures a v a i l a b l e t o 
a c h i e v e v e r y h i g h r e l i a b i l i t y may be i n c o n t r a d i c t i o n t o o t h e r d e s i r a b l e 
sys tem c h a r a c t e r i s t i c s s u c h as r e d u c e d s i z e , h i g h p e r f o r m a n c e , u r g e n t 
7 
d e l i v e r y , and l o w c o s t . From t h e v i e w p o i n t o f t h e c o n c e p t o f sys tem 
e f f e c t i v e n e s s , t h e p r o b l e m o f r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n w i l l n e c e s s a r i l y 
r e s u l t i n t h e t r a d e - o f f a n a l y s i s among t h e i m p o r t a n t sys tem p a r a m e t e r s . 
A t y p i c a l e v o l u t i o n a r y p r o c e s s i n t h e deve lopment o f a new sys tem 
w o u l d r e v e a l a number o f i n t e r e s t i n g s t e p s f r o m t h e i n c e p t i o n o f o r i g i ­
n a l i d e a t o t h e a c c e p t a b l e p r o t o t y p e m o d e l , and f i n a l l y t o l o t - s i z e 
p r o d u c t i o n . F i g u r e 1 d e s c r i b e s a t y p i c a l sys tem e n g i n e e r i n g p r o c e s s 
as v i e w e d f rom t h e c o n c e p t o f r e l i a b i l i t y . The sys tem d e s i g n b e g i n s 
w i t h an o r i g i n a l i d e a , w e l l - d e f i n e d o p e r a t i o n a l n e e d , and i n t e n d e d 
s y s t e m f u n c t i o n s . The weapons s y s t e m , f o r i n s t a n c e , w o u l d d e f i n e t h e 
enemy ' s t h r e a t t o be e n c o u n t e r e d , t h e s i z e o f a t t a c k t o be h a n d l e d , 
and e x p e c t e d f r e q u e n c y o f enemy 's s u r p r i s e a t t a c k s . The t a c t i c a l need 
f o r r e l i a b i l i t y must f i r s t be a n t i c i p a t e d , and s p e c i f i c r e l i a b i l i t y 
p l a n s must t h e n be l a i d t o f u l f i l l t h e r e l i a b i l i t y n e e d s . R e l i a b i l i t y 
r e q u i r e m e n t i s t h e n d e f i n e d and s p e c i f i e d f o r m a l l y i n t h e sys tem d e g i g n 
. . . . . . . . 4 5 
s p e c i f i c a t i o n s w h i c h may i n c l u d e a v a i l a b i l i t y and m a i n t a i n a b i l i t y . 
W i t h a s e t o f p r e p a r e d sys tem and equ ipment s p e c i f i c a t i o n s , p r e ­
l i m i n a r y sys tem d e s i g n i s t o be e x p l o r e d w i t h d e t a i l e d s y n t h e s e s o f 
sys tem c o n f i g u r a t i o n s i n d i c a t i n g t h e k i n d s , q u a n t i t i e s , and c h a r a c ­
t e r i s t i c s o f t h e equ ipment t h a t w i l l be r e q u i r e d t o p e r f o r m i n t e n d e d 
sys tem f u n c t i o n s . T h i s p r e l i m i n a r y d e s i g n i s r e v i e w e d and r e v i s e d t o 
The t e r m " a v a i l a b i l i t y " i s d e f i n e d t o be t h e p r o b a b i l i t y t h a t 
a t any p o i n t i n t i m e t h e sys tem i s e i t h e r o p e r a t i n g s a t i s f a c t o r i l y o r 
r e a d y t o be p l a c e d i n o p e r a t i o n on demand when u s e d unde r s t a t e d c o n d i ­
t i o n s . 
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The t e r m " m a i n t a i n a b i l i t y " i s d e f i n e d as t h e p r o b a b i l i t y t h a t a 
f a i l e d s y s t e m i s r e s t o r e d t o o p e r a b l e c o n d i t i o n i n a s p e c i f i e d down t i m e . 
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c o r r e c t d e f i c i e n c i e s , i f a n y . F o r a sys tem t o be d e v e l o p e d a t t h e m i n i ­
mum p o s s i b l e c o s t and w i t h i n a f i x e d deve lopment t i m e , a l l a l t e r n a t i v e 
d e s i g n s must be c o n s i d e r e d and e v a l u a t e d f rom a s y s t e m ' s a p p r o a c h . 
D u r i n g t h e p r o t o t y p e deve lopment p h a s e , a p i l o t mode l o f t h e 
sys tem i s b u i l t a c c o r d i n g t o t h e p r e l i m i n a r y d e s i g n . R e l i a b i l i t y o f 
t h e p r o t o t y p e mode l i s e v a l u a t e d by l i f e t e s t i n g , and r e l i a b i l i t y 
r e q u i r e m e n t i s t h u s " p r o v e d i n " by a c t u a l d e m o n s t r a t i o n . The d e s i g n 
i s r e f i n e d t o remedy d e f i c i e n c i e s p r e s e n t i n t h e p r e l i m i n a r y d e s i g n 
s t a g e , s u c h as c r u d e a p p e a r a n c e , e x c e s s i v e w e i g h t , b u l k i n e s s , o r u n -
s u i t a b i l i t y f o r mass p r o d u c t i o n . 
I n l o t - s i z e p r o d u c t i o n p h a s e , t h e sys tem d e s i g n i s f i n a l l y 
m a t e r i a l i z e d i n a f o rm o f mass p r o d u c t i o n . P a r t s , m a t e r i a l s , and 
p r o d u c t i o n p r o c e s s e s a r e c o n t r o l l e d on r o u t i n e b a s i s by s t a t i s t i c a l 
q u a l i t y c o n t r o l and i n s p e c t i o n p r o g r a m s . R e l i a b i l i t y i s now b u i l t 
i n t o t h e s y s t e m , c u l m i n a t i n g i n a s u c c e s s f u l o p e r a t i o n a l a c c e p t a n c e 
t e s t by t h e p r o s p e c t i v e u s e r s . 
D u r i n g t h e e v a l u a t i o n p h a s e , t h e c o m p l e t e d sys tem i s e v a l u a t e d 
f r o m t h e a c t u a l usage e x p e r i e n c e s a t t h e f i e l d t o d e t e r m i n e t h a t t h e 
o r i g i n a l r e q u i r e m e n t s have been me t , and t h e r e s u l t i n g f a i l u r e i n f o r ­
m a t i o n i s f e d back i n t o t h e sys tem on a t i m e l y b a s i s . T h i s i n f o r m a ­
t i o n f e e d b a c k p r o c e s s i s shown by a r r o w s i n F i g u r e 1 . T h i s f e e d - b a c k 
o f usage i n f o r m a t i o n i s e s s e n t i a l f o r f u r t h e r improvement o f t h e s y s t e m , 
and p r o v i d e s a sound g u i d e l i n e i n t h e f u t u r e deve lopment p l a n n i n g o f a 
s i m i l a r s y s t e m . 
The deve lopmen t o f a r e l i a b l e sys tem i n v o l v e s c o m p l i c a t e d p r o b ­
lems w h i c h a r e u s u a l l y i n t e r r e l a t e d . The c o m p l e x i t y o f t h e p r o b l e m 
D e f i n i t i o n o f 
O p e r a t i o n a l N e e d s 
and 
I n t e n d e d S y s t e m F u n c t i o n s 
F i g u r e 1 . T y p i c a l S y s t e m E n g i n e e r i n g P r o c e s s a s V i e w e d 
b y t h e C o n c e p t o f R e l i a b i l i t y 
t o 
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v a r i e s w i t h t h e s p e c i f i e d m i s s i o n o f t h e s y s t e m , e x p e c t e d a d v e r s e c o n ­
sequences o f sys tem f a i l u r e , a v a i l a b l e know ledge o f i t s f e a s i b i l i t y 
and i n h e r e n t l i m i t a t i o n s , and t h e r e l i a b i l i t y know ledge g a i n e d f r o m 
s i m i l a r sys tems p r e v i o u s l y d e v e l o p e d . I n any c a s e , t h e most i m p o r t a n t 
t a s k f o r t h e s y s t e m d e s i g n e r r e s p o n s i b l e f o r d e v e l o p i n g a r e l i a b l e 
sys tem i s t o t r a n s l a t e f i r s t t h e o v e r a l l sys tem r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t 
i n t o s p e c i f i c n u m e r i c a l r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s a t v a r i o u s subsys tem 
l e v e l s . R e a l i s t i c and c o n s i s t e n t r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n among t h e many 
s u b s y s t e m l e v e l s i s an i n i t i a l means and a b a s i c r u l e f o r a c h i e v i n g t h e 
d e s i r e d r e l i a b i l i t y g o a l i n any sys tem deve lopment p r o g r a m . 
N a t u r e o f t h e R e l i a b i l i t y A l l o c a t i o n P r o b l e m 
One o f t h e most i m p o r t a n t p rob lems t h a t sys tem d e s i g n e r s as w e l l 
as p r o j e c t managers f a c e i n t h e e a r l y s t a g e s o f a sys tem d e s i g n i s how 
t o e s t a b l i s h q u a n t i t a t i v e r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s f o r e a c h o f t h e s u b ­
sys tems w h i c h a r e c o m p a t i b l e w i t h t h e i r c u r r e n t s t a t e o f d e v e l o p m e n t , 
e x p e c t e d improvement f e a s i b i l i t y , and amount o f money b u d g e t e d f o r 
t h e i r deve lopmen t p rog ram s u c h t h a t t h e r e q u i r e d sys tem r e l i a b i l i t y 
g o a l i s a c h i e v e d . System r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t i s u s u a l l y e s t a b l i s h e d 
d u r i n g t h e i n i t i a l p h a s e s o f a sys tem deve lopmen t p rog ram by e i t h e r t h e 
end u s e r o r p r o p o s e d by t h e sys tem c o n t r a c t o r on t h e b a s i s o f o p e r a ­
t i o n a l r e q u i r e m e n t s and f e a s i b i l i t y . 
System r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s may be s t a t e d i n any a p p r o p r i a t e 
measure s u c h as sys tem mean l i f e , f a i l u r e r a t e o r p r o b a b i l i t y o f s u c ­
c e s s f u l sys tem o p e r a t i o n o v e r a f i x e d t i m e p e r i o d . The o n l y b a s i c c o n ­
s t r a i n t i n t h e a p p o r t i o n m e n t o f a g i v e n sys tem r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t 
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i s t h a t a l l o c a t e d u n i t r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s , when r e c o m b i n e d , must 
s a t i s f y t h e sys tem r e l i a b i l i t y g o a l . 
I n c o n t r a s t w i t h t h i s s i n g l e , b a s i c c o n s t r a i n t i n t h e a l l o c a t i o n , 
t h e a l l o c a t i o n p r o c e s s i n v o l v e s more t h a n s o l v i n g a s i m p l e m a t h e m a t i c a l 
e q u a t i o n w i t h s u c h a s i n g l e c o n s t r a i n t . I t g e n e r a l l y i n v o l v e s r a t h e r 
c o m p l i c a t e d and i n t e r d e p e n d e n t r e l a t i o n s h i p s be tween u n i t and sys tem 
r e l i a b i l i t y s i n c e t h e u n i t s i n t h e sys tem i n t e r a c t w i t h e a c h o t h e r so 
t h a t i n d i v i d u a l u n i t r e l i a b i l i t y v a r i e s w i t h t h e t y p e o f f u n c t i o n t o be 
p e r f o r m e d , c o m p l e x i t y o f t h e u n i t w i t h i n a s y s t e m , and o p e r a t i o n a l 
e n v i r o n m e n t s u n d e r w h i c h t h e u n i t i s e x p e c t e d t o o p e r a t e . 
I n d e v e l o p i n g a r e a l i s t i c r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n m o d e l , a l l 
f a c t o r s w h i c h i n f l u e n c e t o some e x t e n t u n i t r e l i a b i l i t y w i t h i n an 
i n t e g r a t e d sys tem must be c o n s i d e r e d i f t h e most e c o n o m i c a l and y e t 
f e a s i b l e r e q u i r e m e n t s a r e t o be o b t a i n e d . The f o l l o w i n g f a c t o r s a r e 
g e n e r a l l y c o n s i d e r e d i m p o r t a n t i n t h e a l l o c a t i o n o f sys tem r e l i a b i l i t y 
r e q u i r e m e n t : 
1 . Unit State-of-the-Art: C u r r e n t s t a t e - o f - a r t c a p a b i l i t y ; t h e 
d e s i g n e r ' s r e l i a b i l i t y p r e d i c t i o n o f f u t u r e improvement f e a s i b i l i t y 
s u p p o r t e d by t h e r e l i a b l e d a t a s o u r c e s ; r e s u l t s o f a l l l i f e t e s t s c o n ­
d u c t e d t o d a t e . 
2 . Performance Requirements and Failure Characteristics: 
C r i t e r i a o f s u c c e s s and f a i l u r e , i n c l u d i n g d e g r a d e d p e r f o r m a n c e , 
t o l e r a n c e and w e a r , and p a r a m e t e r s h i f t s ; f a i l u r e modes ; u n d e r l y i n g 
f a i l u r e d e n s i t y f u n c t i o n . 
3 . Environmental Factors: O p e r a t i o n a l s t r e s s e s unde r w h i c h t h e 
u n i t w i l l be s u b j e c t e d i n t h e use c o n f i g u r a t i o n s ; u s e e n v i r o n m e n t a l 
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c o n d i t i o n s , i n c l u d i n g s t o r a g e and t r a n s p o r t p e r i o d . 
4 . System Characteristics: U n i t f u n c t i o n a l i m p o r t a n c e ; u n i t 
c o m p l e x i t y ; a d v e r s e c o n s e q u e n c e s o f u n i t f a i l u r e ; sys tem c o n f i g u r a t i o n s ; 
u n i t d u t y c y c l e ; m a i n t e n a n c e and c h e c k i n g p o l i c y . 
5 . Design Alternatives for Reliability Improvement: U n i t 
d e r a t i n g t e c h n i q u e s ; r e d u n d a n c y ; d e s i g n s i m p l i f i c a t i o n ; c o n c e n t r a t e d 
b a s i c r e s e a r c h on t h e t a r g e t u n i t . 
6 . Physical Constraints: W e i g h t , space and power l i m i t a t i o n s ; 
c o n f i g u r a t i o n and p a c k a g i n g r e q u i r e m e n t s . 
7 . System Costs: C o s t o f a c h i e v i n g t h e r e l i a b i l i t y g o a l ; 
a s s o c i a t e d sys tem c o s t s i n c l u d i n g o p e r a t i o n and m a i n t e n a n c e e x p e n d i t u r e s ; 
e x p e c t e d c o s t s o f sys tem f a i l u r e . 
8 . Evaluation of Trade-Offs between Performancej Maintainabilityj 
Weight, Spacet Powerj Time3 and Costs, 
I d e a l l y t h e most l o g i c a l a p p r o a c h t o a l l o c a t i n g sys tem r e l i a b i l i t y 
r e q u i r e m e n t t o subsys tem l e v e l s i s t o base t h e a l l o c a t i o n on a l l t h e 
f a c t o r s w h i c h w i l l i n f l u e n c e u n i t r e l i a b i l i t y . However , any m a t h e m a t i c a l 
a l l o c a t i o n mode l t h a t i n c l u d e s a l l o f t h e above f a c t o r s i n a r i g o r o u s 
manner w o u l d be e x t r e m e l y d i f f i c u l t t o f o r m u l a t e , and v i r t u a l l y i m p o s ­
s i b l e t o s o l v e i n p r a c t i c e . F u r t h e r m o r e i t i s e q u a l l y d i f f i c u l t t o 
e x p r e s s e a c h o f t h e above f a c t o r s i n n u m e r i c a l o r m a t h e m a t i c a l t e r m s . 
On t h e o t h e r h a n d , t h e a l l o c a t i o n mode l w h i c h i s s i m p l i f i e d t o 
t h e e x t e n t t h a t s o l u t i o n s o b t a i n e d f r o m t h e a p p l i c a t i o n o f t h e mode l 
a r e p r a c t i c a l l y u n r e a l i s t i c and u n a t t a i n a b l e i s , o f c o u r s e , an u n d e ­
s i r a b l e a p p r o a c h . T h e r e f o r e , t h e s e f a c t o r s must be r e d u c e d t o t h o s e 
e l e m e n t s a b s o l u t e l y e s s e n t i a l t o a v o i d e x c e s s i v e mode l s o p h i s t i c a t i o n , 
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y e t y i e l d i n g t h e r e a l i s t i c s o l u t i o n s . 
A l t h o u g h s y s t e m d e s i g n e r s g e n e r a l l y h a v e r e c o g n i z e d t h e v a r i o u s 
f a c t o r s w h i c h w i l l a f f e c t u n i t r e l i a b i l i t y , t h e y h a v e had no a d e q u a t e 
q u a n t i t a t i v e method o f r e l a t i n g t h e v a r i o u s f a c t o r s . The p r o b l e m o f 
r e a l i s t i c a l l o c a t i o n i s made more c o m p l e x by t h e f a c t t h a t d e t a i l e d 
i n f o r m a t i o n on many o f t h e s e f a c t o r s i s n o t r e a d i l y a v a i l a b l e e a r l y i n 
t h e s y s t e m d e s i g n s t a g e s . C o n s e q u e n t l y , r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s f o r 
t h e c o m p o n e n t s , u n i t s , and s u b s y s t e m s w e r e o f t e n d e t e r m i n e d s o l e l y on 
t h e b a s i s o f p a s t f a i l u r e d a t a o f c o m p a r a b l e u n i t s w h i c h w e r e a r b i ­
t r a r i l y a d j u s t e d t o s a t i s f y t h e b a s i c c o n s t r a i n t s i n t h e a l l o c a t i o n 
p r o c e s s . 
The s y s t e m d e s i g n e r s and p r o j e c t m a n a g e r s r e s p o n s i b l e f o r p r e ­
p a r i n g s p e c i f i c a t i o n s h a v e a l s o had l i t t l e g u i d a n c e i n e s t a b l i s h i n g 
r e a l i s t i c r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n s b y a p r a c t i c a l , n o n - s u b j e c t i v e 
m e t h o d w h i c h t a k e s a c c o u n t o f t h o s e e s s e n t i a l f a c t o r s a f f e c t i n g t h e 
s y s t e m r e l i a b i l i t y and p r o d u c e s r e a l i s t i c a l l o c a t i o n s t o b e u s e d i n 
t h e c o n t r a c t u a l d o c u m e n t s . A l t h o u g h s e v e r a l a l l o c a t i o n , m e t h o d s a r e 
p r e s e n t l y u s e d i n i n d u s t r y , no s i n g l e t e c h n i q u e h a s y e t g a i n e d u n i v e r ­
s a l a c c e p t a n c e . 
The A d v a n t a g e s o f R e l i a b i l i t y A l l o c a t i o n 
In any s y s t e m d e v e l o p m e n t p r o g r a m , r e l i a b i l i t y i s r e g a r d e d a s a 
d e s i r e d c h a r a c t e r i s t i c t h a t c a n b e e i t h e r c r e a t e d o r d e s t r o y e d . The 
c r e a t i o n o f a r e l i a b l e s y s t e m c a n o n l y b e a c h i e v e d t h r o u g h s o u n d p l a n ­
n i n g , d e s i g n , t e s t i n g , p r o d u c t i o n , and p r o p e r f e e d - b a c k o f u s a g e 
i n f o r m a t i o n a c c o r d i n g t o a s e t o f w e l l - m a n a g e d r e l i a b i l i t y a s s u r a n c e 
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p r o g r a m s . The d e g r a d a t i o n o f r e l i a b i l i t y i n an o t h e r w i s e r e l i a b l e 
s y s t e m comes f rom n e g l e c t o r i g n o r a n c e o f s u c h an e f f e c t i v e r e l i a b i l i t y -
o r i e n t e d p r o g r a m i n any d e v e l o p m e n t p r o j e c t . 
Above a l l , r e l i a b i l i t y b u i l t i n t o a n e w l y - d e v e l o p e d s y s t e m must 
and c a n b e g i n o n l y w i t h e f f e c t i v e and r e a l i s t i c a l l o c a t i o n s o f s y s t e m 
r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t among v a r i o u s c o n s t i t u e n t u n i t s . R e l i a b i l i t y 
a l l o c a t i o n d u r i n g t h e i n i t i a l p h a s e s o f a s y s t e m d e s i g n i s t h e n t h e m o s t 
e s s e n t i a l and v a l u a b l e t o o l b y w h i c h t h e p r i m e o b j e c t i v e o f b u i l d i n g a 
r e l i a b l e s y s t e m c a n b e a c c o m p l i s h e d . 
Some o f t h e i m p o r t a n t a d v a n t a g e s t o b e o b t a i n e d t h r o u g h e s t a b ­
l i s h i n g t h e r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n program may b e s u m m a r i z e d a s f o l l o w s : 
1 . The i n c l u s i o n o f n u m e r i c a l r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s i n t h e 
c o n t r a c t u a l s p e c i f i c a t i o n s w i l l e n s u r e t h a t r e l i a b i l i t y i s t r e a t e d a s 
a d e s i g n p a r a m e t e r o f e q u a l i m p o r t a n c e w i t h o t h e r s y s t e m p a r a m e t e r s 
s u c h a s p e r f o r m a n c e , w e i g h t , and c o s t . 
2 . R e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n w i l l p r o v i d e a b a s i s f o r i n i t i a l 
a l l o c a t i o n o f r e q u i r e m e n t s and s u p p o r t i n g r e s e a r c h and d e v e l o p m e n t 
e f f o r t among s u b s y s t e m s , and w i l l d e t e r m i n e t h e e x t e n t o f s p e c i a l 
r e s e a r c h and d e v e l o p m e n t s u p p o r t r e q u i r e d i n s p e c i f i c a r e a s . 
3 . R e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n w i l l a s s i s t i n a c c u r a t e p r e d i c t i o n 
o f d e v e l o p m e n t c o s t s and t i m e r e q u i r e d f o r a g i v e n s y s t e m d e v e l o p m e n t 
p r o g r a m . 
4 . R e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n i m p o s e s upon t h e s y s t e m c o n t r a c t o r 
a l e g a l o b l i g a t i o n o f m e e t i n g t h e s p e c i f i e d r e q u i r e m e n t , and t h u s f o r c e 
t h e c o n t r a c t o r t o b e on t h e a l e r t , t h r o u g h o u t t h e e n t i r e d e v e l o p m e n t 
p r o g r a m , t o a l l d i s c r e p a n c i e s i n r e l i a b i l i t y w h i c h may r e q u i r e 
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c o n t r a c t o r ' s d e c i s i o n s . T h i s w i l l i n t u r n l e a d t o i m p r o v e d s y s t e m 
d e s i g n , p r o c u r e m e n t , m a n u f a c t u r i n g , q u a l i t y c o n t r o l , and t e s t i n g 
p r o g r a m s . T h i s w o u l d n o t o n l y e n s u r e a r e l i a b l e s y s t e m b u t , i n t h e 
l o n g r u n , w o u l d c o n t r i b u t e t o t h e d e v e l o p m e n t o f a s c i e n t i f i c a p p r o a c h 
t o w a r d d e s i g n i n g f o r r e l i a b i l i t y . 
5 . R e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n i n t h e e a r l y d e s i g n s t a g e s p r o v i d e s 
a s t a n d a r d f o r r e l i a b i l i t y and v a l u e a s s u r a n c e a c t i v i t i e s . I t a l s o 
p r o v i d e s a b a s i s upon w h i c h d e m o n s t r a t i o n and a c c e p t a n c e t e s t s c a n b e 
p r e p a r e d and c o s t e d . 
6 . R e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n f o c u s e s a t t e n t i o n on t h e r e l a t i o n ­
s h i p s b e t w e e n c o m p o n e n t , e q u i p m e n t , and s y s t e m r e l i a b i l i t y , p r o v i d i n g 
a g o o d b a s i s f o r t h e a d v i s a b i l i t y o f r e l i a b i l i t y and m a i n t a i n a b i l i t y 
f e a s i b i l i t y s t u d y p r i o r t o t h e award o f a d e s i g n and d e v e l o p m e n t 
c o n t r a c t . 
7 . R e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n w i l l e s t a b l i s h a s t a r t i n g p o i n t o n 
t h e p r o b a b l e t r a d e - o f f s among w e i g h t , s p a c e , p o w e r , o t h e r p e r f o r m a n c e 
r e q u i r e m e n t s , and s y s t e m d e v e l o p m e n t c o s t t h a t w i l l be r e q u i r e d t o 
a c h i e v e t h e a l l o c a t e d r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s . 
8 . R e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n w i l l s e r v e t o i n t e g r a t e r e l i a b i l i t y 
r e q u i r e m e n t i n t o p r o d u c t i o n p r o c e s s , and p r o d u c t i o n and q u a l i t y c o n t r o l 
s p e c i f i c a t i o n s . 
9 . R e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n a t p r i m a r y s u b s y s t e m l e v e l s w i l l 
s e r v e t o i n c o r p o r a t e t h e r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s i n s u b c o n t r a c t o r 
and v e n d o r p r o c u r e m e n t d o c u m e n t s <, 
1 0 . R e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n a r r i v e d a t b y t h e s o u n d a l l o c a t i o n 
p r o c e d u r e s w o u l d b e more r e a l i s t i c , c o n s i s t e n t and e c o n o m i c a l t h a n 
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s u b j e c t i v e and " r u l e o f thumb" m e t h o d s . Above a l l , t h e c o s t o f i m p l e ­
m e n t i n g s u c h an a l l o c a t i o n p r o c e d u r e i s n e g l i g i b l e a s c o m p a r e d w i t h t h e 
e x p e c t e d s a v i n g s o f t i m e and money e x p e n d e d i n m e e t i n g s p e c i f i e d r e l i a ­
b i l i t y g o a l s , a f t e r a f a i l u r e h a s b e e n e n c o u n t e r e d w h i l e t h e e q u i p m e n t 
i s i n u s e i n t h e f i e l d , a f a i l u r e w h i c h r e s u l t s i n s p e e d y i n i t i a t i o n 
o f a c r a s h r e l i a b i l i t y p r o g r a m . 
In s h o r t , t h e p o l i c y o f " i n v e s t a b i t more and s a v e a l o t l a t e r " i s c o n ­
s i d e r e d t o b e t h e p r i m a r y o b j e c t i v e o f any r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n 
p r o g r a m . 
P r e v i o u s Work on R e l i a b i l i t y A l l o c a t i o n 
I t i s now g e n e r a l l y r e c o g n i z e d t h a t a n y s y s t e m d e v e l o p m e n t 
p r o g r a m i s n o t c o m p l e t e b y i t s e l f i f i t d o e s n o t q u a n t i t a t i v e l y s p e c i f y 
t h e s y s t e m r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s d u r i n g t h e e a r l y d e v e l o p m e n t p h a s e s 
o f t h e p r o g r a m . I t i s a l s o a g e n e r a l l y a c c e p t e d p r a c t i c e t h a t t h i s 
r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t b e s t i p u l a t e d i n t h e c o n t r a c t u a l d o c u m e n t s 
a l o n g w i t h o t h e r i m p o r t a n t d e s i g n p a r a m e t e r s . 
Among o t h e r s , t h e m i l i t a r y a u t h o r i t e i s w e r e and h a v e b e e n t h e 
p i o n e e r i n i n i t i a t i n g r e l i a b i l i t y a c t i v i t i e s . T h e i r s t u d i e s and r e p o r t s 
h a v e s p u r r e d t h e g r o w t h o f v a r i o u s r e l i a b i l i t y p r o g r a m s i n i n d u s t r y , 
i n c l u d i n g d e s i g n , d e v e l o p m e n t , p r o c u r e m e n t , p r o d u c t i o n , o p e r a t i o n , and 
m a i n t e n a n c e . 
The r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n m e t h o d s c u r r e n t l y i n u s e i n i n d u s t r y 
o r t h o s e a v a i l a b l e i n p u b l i c a t i o n s v a r y from f a i r l y s i m p l e t o r a t h e r 
c o m p l i c a t e d o n e s . A number o f m i l i t a r y s p e c i f i c a t i o n s , s t a n d a r d s , and 
h a n d b o o k s a r e now a v a i l a b l e w h i c h e i t h e r s t a t e o r i m p l y t h e r e l i a b i l i t y 
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r e q u i r e m e n t s a s an i m p o r t a n t s y s t e m p a r a m e t e r . The f o l l o w i n g m i l i t a r y 
s p e c i f i c a t i o n s and d o c u m e n t s g e n e r a l l y s p e c i f y t h e r e l i a b i l i t y r e q u i r e ­
m e n t s w h i c h h a v e r e c e i v e d g e n e r a l a c c e p t a n c e and w i d e s p r e a d i n d u s t r y 
a p p l i c a t i o n s : 
MIL-STD-441 : R e l i a b i l i t y o f M i l i t a r y E l e c t r o n i c Equipment 
( J u n e 2 0 , 1 9 5 8 ) . 
MIL-STD-756 : R e l i a b i l i t y o f Weapons S y s t e m s , P r o c e d u r e s f o r 
P r e d i c t i o n and R e p o r t i n g P r e d i c t i o n 
( O c t o b e r 3 , 1 9 6 1 ) . 
M I L - R - 1 9 6 1 0 : R e l i a b i l i t y o f P r o d u c t i o n E l e c t r o n i c E q u i p m e n t , 
G e n e r a l S p e c i f i c a t i o n o f ( S e p t e m b e r 1 5 , 1 9 5 6 ) . 
MIL-R-22256 : R e l i a b i l i t y R e q u i r e m e n t s f o r D e s i g n o f E l e c t r o n i c 
Equipment o r S y s t e m s (November 2 0 , 1 9 5 9 ) . 
MIL-R-22732 : R e l i a b i l i t y R e q u i r e m e n t s f o r S h i p b o a r d and Ground 
E l e c t r o n i c Equipment (March 1 0 , 1 9 6 1 ) . 
M I L - R - 2 2 9 7 3 : R e l i a b i l i t y I n d e x D e t e r m i n a t i o n f o r A v i o n i c 
E q u i p m e n t . 
M I L - R - 2 3 0 9 4 : R e l i a b i l i t y A s s u r a n c e f o r P r o d u c t i o n A c c e p t a n c e 
o f A v i o n i c E q u i p m e n t . 
MIL-R-25717A: R e l i a b i l i t y A s s u r a n c e Program f o r E l e c t r o n i c 
Equipment (March 9 , 1 9 5 9 ) . 
MIL-R-26474 : R e l i a b i l i t y R e q u i r e m e n t s f o r P r o d u c t i o n Ground 
E l e c t r o n i c Equ ipment ( J u n e 1 0 , 1 9 5 9 ) . 
M I L - R - 2 6 4 8 4 : R e l i a b i l i t y R e q u i r e m e n t s f o r D e v e l o p m e n t o f 
E l e c t r o n i c S u b s y s t e m s o r Equipment ( J u n e 2 , 1 9 5 8 ) . 
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MIL-R-26667A: R e l i a b i l i t y and L o n g e v i t y R e q u i r e m e n t , E l e c t r o n i c 
E q u i p m e n t , G e n e r a l S p e c i f i c a t i o n f o r ( J u n e 2 , 
1 9 5 9 ) . 
M I L - R - 2 6 6 7 4 : R e l i a b i l i t y R e q u i r e m e n t s f o r Weapons S y s t e m s , 
G e n e r a l S p e c i f i c a t i o n ( J u n e 1 8 , 1 9 5 9 ) . 
MIL-R-27070 : R e l i a b i l i t y R e q u i r e m e n t s f o r D e v e l o p m e n t o f 
Ground E l e c t r o n i c E q u i p m e n t (March 2 5 , 1 9 6 0 ) . 
M I L - R - 2 7 5 4 2 : R e l i a b i l i t y Program R e q u i r e m e n t s f o r A e r o s p a c e 
S y s t e m s , S u b s y s t e m s , and E q u i p m e n t ( J u n e 2 8 , 
1 9 6 1 ) . 
MIL-HDBK-217: R e l i a b i l i t y S t r e s s and F a i l u r e R a t e D a t a f o r 
E l e c t r o n i c Equipment ( A u g u s t 8 , 1 9 6 2 ) . 
N P C - 2 5 0 - 1 : ( N a t i o n a l A e r o n a u t i c s and S p a c e A d m i n i s t r a t i o n ) 
R e l i a b i l i t y Program P r o v i s i o n s f o r S p a c e S y s t e m s 
C o n t r a c t o r s (May 1 3 , 1 9 6 3 ) . 
Among t h e s p e c i f i c a t i o n s c i t e d a b o v e , o n l y o n e s p e c i f i c a t i o n , 
M I L - R - 2 6 4 7 4 , s p e c i f i e s f o r r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s a t t h e s u b s y s t e m 
l e v e l s , and o u t l i n e s p r o c e d u r e s t o d e t e r m i n e e q u i p m e n t mean t i m e b e t w e e n 
f a i l u r e r e q u i r e m e n t s . The p r o c e d u r e i s b a s e d on a p a r t c l a s s c o u n t o f 
t h e e q u i p m e n t u n d e r c o n s i d e r a t i o n . T u b e s , m o t o r s and r e l a y s , s e m i ­
c o n d u c t o r s , and o t h e r e l e c t r o - m e c h a n i c a l p a r t s c o n s t i t u t e t h e f o u r p a r t 
c l a s s e s c o n s i d e r e d i n t h e m e t h o d . T h i s a p p r o a c h i s n o t r e g a r d e d a s an 
a l l o c a t i o n p r o c e d u r e s i n c e no c o n s i d e r a t i o n s w e r e g i v e n t o t h e f u n c ­
t i o n a l r e q u i r e m e n t s o f t h e s y s t e m . 
MIL-STD-441 d e s c r i b e s many i m p o r t a n t f a c t o r s t o b e c o n s i d e r e d 
i n t h e d e v e l o p m e n t , p l a n n i n g , d e s i g n , and c o n s t r u c t i o n o f p r o t o t y p e 
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m o d e l s o f new e q u i p m e n t . The s t a n d a r d a l s o p r o v i d e s a s i m p l e a l l o c a t i o n 
f o r m u l a b a s e d on t h e h i s t o r i c a l f a i l u r e r a t e s o f t h e c o n s t i t u e n t s o f 
t h e s y s t e m i n s e r i a l s y s t e m c o n f i g u r a t i o n s . 
MIL-STD-756 p r o v i d e s t h e p r o c e d u r e s f o r p r e d i c t i n g t h e q u a n t i ­
t a t i v e r e l i a b i l i t y o f a i r c r a f t , m i s s i l e s , s a t e l l i t e s , and o t h e r e l e c ­
t r o n i c e q u i p m e n t , and t h e i r c o n s t i t u e n t c o m p o n e n t s t h r o u g h o u t t h e 
e n t i r e d e v e l o p m e n t p h a s e s , i n o r d e r t o d e t e c t i n h e r e n t d e s i g n w e a k n e s s 
and t o e s t a b l i s h a b a s i s f o r a l l o c a t i o n o f r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s t o 
t h e v a r i o u s c o m p o n e n t s o f t h e s y s t e m . 
M I L - R - 2 2 2 5 6 o u t l i n e s p r o c e d u r e s w h i c h w i l l e n s u r e h i g h i n h e r e n t 
r e l i a b i l i t y b e f o r e r e l e a s e t o p r o d u c t i o n , and p r e s c r i b e s t h e d e t a i l e d 
r e q u i r e m e n t s f o r t h e f e a s i b i l i t y s t u d y , p l a n n i n g o f t h e p r o p o s e d d e s i g n , 
and r e l i a b i l i t y a s s e s s m e n t o f t h e p r o p o s e d d e s i g n . MIL-HDBK-217 p r o ­
v i d e s t h e d e t a i l e d p r o c e d u r e s and f a i l u r e r a t e d a t a f o r t h e p r e d i c t i o n 
o f e q u i p m e n t r e l i a b i l i t y b a s e d on t h e s t r e s s a n a l y s i s o f t h e p a r t s and 
c o m p o n e n t s u s e d i n t h e d e s i g n o f t h e s p e c i f i e d s y s t e m . 
M I L - R - 2 3 0 9 4 , M I L - 2 6 6 7 4 , M I L - R - 2 7 0 7 3 , and MIL-R-27542 a l l s p e c i f y 
t h e r e q u i r e m e n t s t h a t t h e o v e r a l l r e l i a b i l i t y g o a l s h o u l d b e a l l o c a t e d 
i n t o t h e c o n s t i t u e n t e l e m e n t s o f t h e s y s t e m w i t h due c o n s i d e r a t i o n s 
g i v e n t o t h o s e f a c t o r s s u c h a s c o m p l e x i t y , c o n s e q u e n c e s o f u n i t f a i l u r e , 
r e q u i r e d t i m e o f o p e r a t i o n , and e n v i r o n m e n t a l c o n d i t i o n s . H o w e v e r , t h e 
s p e c i f i c a t i o n s do n o t e x p r e s s l y d e t a i l how t h e a l l o c a t i o n i s t o b e 
p e r f o r m e d . 
2 0 
E l e c t r o n i c I n d u s t r i e s A s s o c i a t i o n , and F r e d e r i c have d e s c r i b e d 
t h e s i m p l e a l l o c a t i o n methods i n w h i c h sys tem r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t i s 
a l l o c a t e d i n t o t h e c o n s t i t u e n t u n i t s i n p r o p o r t i o n t o t h e r a t i o o f t h e 
h i s t o r i c a l f a i l u r e r a t e o f t h e u n i t t o sum o f t h e f a i l u r e r a t e s o f a l l 
u n i t s w i t h i n a g i v e n s y s t e m . The p r o c e d u r e s a r e b a s e d on u n i t f a i l u r e 
r a t e s w h i c h a r e assumed t o be c o n s t a n t . The o t h e r n e c e s s a r y assump­
t i o n s a r e t h a t u n i t f a i l u r e s a r e i n d e p e n d e n t o f t h e o t h e r u n i t s , and 
t h a t f a i l u r e o f any u n i t w i l l r e s u l t i n sys tem f a i l u r e ; i . e . , t h e sys tem 
i s composed o f u n i t s i n s e r i e s . 
The r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n method f o r t h e e l e c t r o n i c equ ipment 
d e s c r i b e d i n t h e A d v i s o r y Group on R e l i a b i l i t y o f E l e c t r o n i c Equ ipment 
Q 
(AGREE) r e p o r t i s somewhat more s o p h i s t i c a t e d i n a sense t h a t u n i t 
c o m p l e x i t y r a t h e r t h a n u n i t f a i l u r e r a t e i s u s e d as t h e b a s i s o f t h e 
a l l o c a t i o n , and a t t h e same t i m e u n i t i m p o r t a n c e f a c t o r w h i c h measures 
t h e p r o b a b i l i t y o f t h e sys tem f a i l u r e i f t h e s p e c i f i c u n i t f a i l s i s 
i n c o r p o r a t e d i n t h e a l l o c a t i o n m o d e l . I n t h e AGREE a l l o c a t i o n m o d e l , 
t h e c o m p l e x i t y f a c t o r o f an equ ipment i s d e f i n e d i n te rms o f modu les 
where a modu le i s an e l e c t r o n e t u b e , a t r a n s i s t o r , o r a m a g n e t i c a m p l i ­
f i e r , and i t s a s s o c i a t e d c i r c u i t r y . 
g 
E l e c t r o n i c I n d u s t r i e s A s s o c i a t i o n , " D e t e r m i n a t i o n o f P e r m i s s i b l e 
Component P a r t F a i l u r e R a t e s , " Electronic Application Review, V o l . 4 , 
N o . 1 (Sep tember , 1 9 5 6 ) , p p . 1 0 - 1 2 . 
7 
H. E . F r e d e r i c , " A R e l i a b i l i t y A l l o c a t i o n T e c h n i q u e , " Proceedings 
of the Fourth National Symposium on Reliability and Quality Control* 
( J a n u a r y , 1 9 5 8 ) , p p . 3 1 4 - 3 1 7 . 
AGREE R e p o r t , Op, cit,, p p . 5 2 - 5 7 . 
2 1 
The s p e c i f i c a s s u m p t i o n u n d e r l y i n g t h e AGREE mode l i s t o r e q u i r e 
t h a t e a c h module makes an e q u a l c o n t r i b u t i o n t o sys tem m i s s i o n s u c c e s s ; 
i n o t h e r w o r d s , e a c h module has t h e same f a i l u r e r a t e o r mean l i f e 
r e g a r d l e s s o f i t s s p e c i f i c f u n c t i o n i n t h e u n i t . 
—x 
U s i n g t h e a p p r o x i m a t i o n t h a t e ~ 1 - x , f o r s m a l l v a l u e o f x , 
t h e a l l o c a t e d f a i l u r e r a t e o f t h e j t h u n i t , X_. , i s g i v e n i n t h e AGREE 
r e p o r t as 
where 
n [ - l o g R ( T ) ] 
* j = ^ E . t . N 
* 
R ( T ) = r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t f o r t h e sys tem f o r T h o u r s 
o f sys tem o p e r a t i o n 
n . = t h e number o f modu les i n t h e i t h u n i t 
1 
E j = t h e i m p o r t a n c e f a c t o r o f t h e j t h u n i t 
number o f sys tem f a i l u r e s due t o j t h u n i t f a i l u r e s 
number o f j t h u n i t f a i l u r e s 
t j = t h e number o f h o u r s t h a t t h e j t h u n i t w i l l be r e q u i r e d 
t o o p e r a t e i n T sys tem h o u r s 
N = t o t a l number o f modu les i n t h e sys tem 
The a l l o c a t e d r e l i a b i l i t y f o r t h e j t h u n i t f o r t.. o p e r a t i n g h o u r s , 
R ( t ^ ) , i s g i v e n by 
n . / N 
R ( t ) = 1 - 1 - C f < ™ 3 U - 2 ) 
3 j 
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The AGREE r e p o r t has a l s o p o i n t e d ou t some d i f f i c u l t i e s w i t h 
u s i n g t h e m o d u l e - c o u n t method o f r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n , s t a t i n g t h a t 
t h e method o f r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n d i s c r i m i n a t e s a g a i n s t m a n u f a c t u r e r s 
d e v e l o p i n g a s u c c e s s o r equ ipment t o one w h i c h has a l r e a d y had i t s t u b e 
coun t r e d u c e d as compared t o o t h e r equ ipment p e r f o r m i n g t h e same 
f u n c t i o n s . ^ 
ARINC R e s e a r c h C o r p o r a t i o n has d e v e l o p e d t h e b a s i c a l l o c a t i o n 
methods f o r s e r i a l , m o d i f i e d s e r i a l , and s i m p l e p a r a l l e l s y s t e m s . " ^ The 
methods a r e b a s i c a l l y a m o d i f i c a t i o n and e x t e n s i o n o f t h a t p r e s e n t e d i n 
t h e AGREE r e p o r t , and many o f t h e AGREE recommenda t ions f o r f u r t h e r 
s t u d y have been f o l l o w e d and s o l u t i o n s o b t a i n e d . The ma jo r m o d i f i c a ­
t i o n i n c l u d e s t h e a d o p t i o n o f t h e a c t i v e e lement g roups (AEG) c o n c e p t 
o f sys tem d e f i n i t i o n , where t h e AEG i s t h e s m a l l e s t p r a c t i c a l f u n c ­
t i o n a l b l o c k w h i c h c o u l d be e c o n o m i c a l l y c o n s i d e r e d , and w h i c h w o u l d 
no t be s p e c i f i c a l l y r e l a t e d t o e x i s t i n g c o n f i g u r a t i o n s . 
An a c t i v e e lemen t i s d e f i n e d as a d e v i c e w h i c h c o n t r o l s o r 
c o n v e r t s e n e r g y ; and AEG c o n s i s t s o f one a c t i v e e lement and a number 
o f p a s s i v e e l emen ts n o r m a l l y r e q u i r e d t o p e r f o r m a s p e c i f i c sys tem 
f u n c t i o n . Because o f t h e c h o i c e o f t h e AEG as t h e b a s i s o f a l l o c a t i o n , 
t h e AGREE r e q u i r e m e n t t h a t each module makes an e q u a l c o n t r i b u t i o n t o 
m i s s i o n s u c c e s s i s n o t n e c e s s a r y f o r t h i s m o d e l . 
9 l H d . , p . 5 6 . 
1 0 A R I N C R e s e a r c h C o r p o r a t i o n , The Allocation of System Reliability, 
T e c h n i c a l Documentary R e p o r t , N o . A S D - T D R - 6 2 - 2 0 , V o l . I ( W a s h i n g t o n , 
D. C : ARINC R e s e a r c h C o r p o r a t i o n , J u n e , 1 9 6 2 ) . 
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O the r ma jo r m o d i f i c a t i o n s i n c l u d e i n t h e a l l o c a t i o n mode l t h e 
d i s t i n c t i o n be tween f u n c t i o n s , a l l o w a n c e f o r a c t i v e e lemen t t y p e , and 
t h e i n c l u s i o n o f t h e d e s i g n adequacy c o n c e p t o f t h e s y s t e m . The ARINC 
a l l o c a t i o n mode ls c o v e r t h e c a s e o f a s i n g l e r e d u n d a n t and b i m o d a l 
sys tem w h i c h r e p r e s e n t a s i g n i f i c a n t improvement o v e r t h o s e p r e s e n t e d 
i n t h e AGREE r e p o r t . 
S e v e r a l p a p e r s have r e c e n t l y a p p e a r e d i n t h e p u b l i c a t i o n s w h i c h 
p r e s e n t t h e a l l o c a t i o n mode ls b a s e d p r i m a r i l y on c o s t c o n s i d e r a t i o n s . " ^ 
The g e n e r a l a p p r o a c h u s e d may be summar ized as f o l l o w s : A sys tem r e l i -
a b i l i t y r e q u i r e m e n t o f R e x i s t s f o r a sys tem composed o f n s e r i a l 
u n i t s . T h i s r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t i s t o be a p p o r t i o n e d o v e r n c o n ­
s t i t u e n t u n i t s s u c h t h a t t h e a l l o c a t e d u n i t r e l i a b i l i t y o f t h e j t h u n i t , 
R j , must s a t i s f y t h e f o l l o w i n g r e l a t i o n 
R" = R. • R • R . . . R 
1 2 3 n 
The c o s t o f a c h i e v i n g a u n i t r e l i a b i l i t y o f R_. , f o r j = l , 2 , . . . , n , i s 
assumed t o be C(R_. ) . The a l l o c a t i o n p r o b l e m i s t h e n t o f i n d a s e t o f 
m i n i m i z i n g v a l u e s f o r R. f o r t h e t o t a l c o s t f u n c t i o n C g i v e n by 
A . M. B r e i p o h l , " A U n i q u e A l l o c a t i o n o f R e q u i r e d Component 
R e l i a b i l i t y , " Proceedings of the Seventh National Symposium on Relia­
bility and Quality Control ( J a n u a r y , 1 9 6 1 ) , p p . 1 8 9 - 2 0 2 ; A . J . T r u e -
l o v e , " M a t h e m a t i c a l M o d e l s f o r O p t i m i z i n g S t r a t e g i c R e l i a b i l i t y and 
f o r M i n i m i z i n g C o s t s , " Proceedings of the Sixth Joint Military Industry 
Guided Missile Reliability Symposium^ V o l . 2 ( F e b r u a r y , 1 9 6 0 ) , p p . 8 7 -
1 0 8 ; Fox B a r b a r a , " T o t a l A n n u a l C o s t , A R e l i a b i l i t y C r i t e r i o n , " Pro­
ceedings of the Tenth National Symposium on Reliability and Quality 
Control ( J a n u a r y , 1 9 6 4 ) , p p . 2 6 6 - 2 7 3 . 
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C = C C ^ ) + C(R ) + . . . + C(R ) ( 1 - 3 ) 
s u b j e c t t o t h e r e l i a b i l i t y c o n s t r a i n t 
j = l • 
( 1 - 4 ) 
The p r i m a r y p r o b l e m a s s o c i a t e d w i t h t h e a b o v e a p p r o a c h i s t o 
i n t r o d u c e t h e r e l e v a n t c o s t f u n c t i o n s w h i c h w i l l d e s c r i b e r e a l i t y o f 
t h e s y s t e m ' s r e s p o n s e t o i t s c o s t m e a s u r e s , and y e t be m a t h e m a t i c a l l y 
a m e n a b l e . The c o s t f u n c t i o n s p r o p o s e d b y B r e i p o h l , T r u e l o v e , and 
B a r b a r a a r e r e s p e c t i v e l y a s f o l l o w s : 
A. - B . ( l - R . ) 
c ( V = r ^ R 7 e 3 3 
C ( V = (1 - J R . ) K 
\ 
> ( 1 - 5 ) 
where A . , B . and K. a r e t h e c o n s t a n t s , and A. i s t h e a l l o w a b l e u n i t 
1 1 3 1 
f a i l u r e r a t e o f t h e j t h u n i t w i t h i n a s y s t e m . 
12 
C a r h a r t and Herd h a v e p r o p o s e d a s i m p l e c o s t m o d e l t o d e s c r i b e 
12 , "R. R. C a r h a r t , and G. R. H e r d , "A S i m p l e C o s t Model f o r O p t i ­
m i z i n g R e l i a b i l i t y , " R e l i a b i l i t y o f M i l i t a r y E l e c t r o n i c E q u i p m e n t , 
A p p e n d i x F , AGREE R e p o r t ( J u n e , 1 9 5 7 ) . 
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a means o f a l l o c a t i n g e x p e n d i t u r e s b e t w e e n d e v e l o p m e n t and o p e r a t i n g 
r e q u i r e m e n t s b y s e l e c t i n g t h a t l e v e l o f r e l i a b i l i t y w h i c h w i l l m i n i m i z e 
t h e t o t a l c o s t . The t o t a l c o s t p e r m i s s i o n , C^, i s g i v e n i n t e r m s o f 
t h e u n i t r e l i a b i l i t y a s 
M B R b ( . log R# 
( 1 - 6 ) 
where 
C = b a s i c c o s t o f i n v e s t m e n t 
B 
Cp = v a r i a b l e c o s t o f o p e r a t i o n when e q u i p m e n t r e l i a b i l i t y 
w e r e u n i t y 
= c o s t o f a d m i n i s t r a t i o n and d e v e l o p m e n t f a c i l i t i e s 
n = number o f m o d u l e s , a m e a s u r e o f c o m p l e x i t y 
T = m o d u l e mean t i m e t o f a i l u r e 
n~t / T 
R = c = m i s s i o n r e l i a b i l i t y o f t h o u r s 
1 3 
A l b e r t and P r o s c h a n h a v e d e v e l o p e d a m a t h e m a t i c a l m o d e l f o r 
o p t i m a l a l l o c a t i o n s o f e f f o r t among c o n s t i t u e n t s u b s y s t e m s d u r i n g t h e 
c o u r s e o f a d e v e l o p m e n t p r o g r a m i n w h i c h s y s t e m r e l i a b i l i t y i s t o be 
i n c r e a s e d t o a d e s i r e d l e v e l a t minimum t o t a l e x p e n d i t u r e o f e f f o r t . 
More s p e c i f i c a l l y , t h e o p t i m i z a t i o n p r o b l e m i s t o m i n i m i z e t h e t o t a l 
A. A l b e r t , A Measure of the Effort Required to Increase Reli­
ability, T e c h n i c a l R e p o r t No . 4 3 , A p p l i e d M a t h e m a t i c s and S t a t i s t i c s 
L a b o r a t o r y , S t a n f o r d U n i v e r s i t y ( N o v e m b e r , 1 9 5 8 ) ; A. A l b e r t , and F . 
P r o s c h a n , Increased Reliability with Minimum Effort, T e c h n i c a l R e p o r t 
No. 5 0 , A p p l i e d M a t h e m a t i c s and S t a t i s t i c s L a b o r a t o r y , S t a n f o r d U n i ­
v e r s i t y ( O c t o b e r , 1 9 5 9 ) . 
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e f f o r t f u n c t i o n 
( 1 - 7 ) 
s u b j e c t t o t h e r e l a t i o n 
11 A 
tt R : = R' 
n 
( 1 - 8 ) 
j = l 
w h e r e G . ( R . , R . ) r e p r e s e n t t h e e f f o r t f u n c t i o n w h i c h m e a s u r e s t h e amount 
: : : 
o f e f f o r t n e e d e d t o i n c r e a s e t h e r e l i a b i l i t y o f t h e j t h u n i t f rom R. t o 
o b t a i n an a l g o r i t h m f o r t h e s o l u t i o n t o t h e a b o v e p r o b l e m , A l b e r t and 
P r o s c h a n p l a c e t h e f o l l o w i n g r e s t r i c t i o n s on t h e e f f o r t f u n c t i o n : 
( 1 ) G ( x , y ) > 0 
( 2 ) G ( x , y ) i s n o n - d e c r e a s i n g i n y , and n o n - i n c r e a s i n g i n x 
( 3 ) I f x < y < z , t h e n G ( x , y ) + G ( y , z ) = G ( x , z ) 
( 4 ) G ( 0 , x ) h a s a c o n t i n u o u s d e r i v a t i v e h ( x ) s u c h t h a t 
x • h ( x ) i s s t r i c t l y i n c r e a s i n g i n ( 0 < x < l ) 
With t h e a b o v e r e s t r i c t i o n s , t h e u n i q u e s o l u t i o n t o t h e p r o b l e m , a f t e r 
o r d e r i n g t h e R . ' s i n n o n - d e c r e a s i n g o r d e r , i s g i v e n by 
R . , and R i s t h e d e s i r e d s y s t e m r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t . In o r d e r t o 
( 
A 
R" i f j < K b J - b 
R. i f j > K 
( 1 - 9 ) 
where K q and R q a r e d e t e r m i n e d r e s p e c t i v e l y by t h e f o l l o w i n g r e l a t i o n s : 
27 




( 1 - 1 0 ) 
R, 
L_K=3>1 1) 
w h e r e R i n = 1 by d e f i n i t i o n , and n+1 J 
R = 
o n+1 ( 1 - 1 1 ) 
I I R-
j=K +1 1 
A number o f i n v e s t i g a t o r s h a v e b e e n c o n c e r n e d w i t h d e v e l o p i n g 
a l g o r i t h m s f o r o b t a i n i n g t h e opt imum r e d u n d a n c y t o b e u s e d w i t h i n a 
g i v e n s y s t e m a s a means o f i m p r o v i n g s y s t e m r e l i a b i l i t y g o a l . The 
p r o b l e m a s s o c i a t e d w i t h t h e o p t i m i z a t i o n o f r e d u n d a n c y may b e f o r m u ­
l a t e d a s f o l l o w s : C o n s i d e r a s y s t e m c o n s i s t i n g o f n s e r i a l s u b s y s t e m s 
w i t h t h e r e l i a b i l i t i e s R ^ , R 2 . . , R n , w h i c h f u n c t i o n s a t i s f a c t o r i l y i f 
and o n l y i f e a c h s u b s y s t e m f u n c t i o n s . I t i s a s s u m e d t h a t a t t h e j t h 
s t a g e a r e d u n d a n c y c o s t C_. u n i t s o f money . The p r o b l e m i s t h e n t o 
f i n d t h e m e t h o d o f o b t a i n i n g optimum r e d u n d a n c y w h i c h w i l l r e s u l t i n 
t h e maximum s y s t e m r e l i a b i l i t y w h i l e n o t e x c e e d i n g t h e t o t a l c o s t o f 
g i v e n amount C. T h i s f o r m u l a t i o n l e a d s t o t h e m a x i m i z a t i o n o f s y s t e m 
r e l i a b i l i t y R(M) g i v e n by 
28 
n m. 
R(M) = If [ 1 - ( 1 - R . ) : ] 
j = l 3 
( 1 - 1 2 ) 
w i t h r e s p e c t t o n - c o m p o n e n t v e c t o r M = (m 9 j n ^ , . . . J M N ) J d e n o t i n g t h e 
l e v e l o f redundancy" t o b e u s e d i n e a c h s t a g e s u b j e c t t o t h e l i n e a r c o n ­
s t r a i n t 
Y C m < C 
j = l ^ n " 
( 1 - 1 3 ) 
14 
T h i s p r o b l e m h a s b e e n t r e a t e d by M o s k o w i t z and McLean, u s i n g t h e L a ­
g r a n g e m u l t i p l i e r m e t h o d . The same p r o b l e m h a s b e e n c o n s i d e r e d by 
15 
M i n e , a s s u m i n g t h a t r e d u n d a n c y v e c t o r M = ( m ^ , . . . ,m_^) a r e c o n t i n u ­
o u s v a r i a b l e s . M i n e ' s a l g o r i t h m f o r f i n d i n g t h e opt imum r e d u n d a n c y 
v e c t o r M c a n be w r i t t e n a s 
m. = j l o g ( l - R ) l o g 
AC 
XC\ + l o g ( l / ( l - R j ) 
( 1 - 1 4 ) 
w h e r e A i s t h e L a g r a n g e m u l t i p l i e r s a t i s f y i n g t h e r e l a t i o n 
y C. m. = C 
L 1 1 
1 4 
F . M o s k o w i t z , and J . B. McLean, "Some R e l i a b i l i t y A s p e c t s o f 
S y s t e m D e s i g n , " i r e T r a n s a c t i o n s o n R e l i a b i l i t y a n d Q u a l i t y C o n t r o l , 
PGRQC-8 ( S e p t e m b e r , 1 9 5 6 ) , p p . 5 0 - 5 9 . 
15 
H. M i n e , " R e l i a b i l i t y o f P h y s i c a l S y s t e m , " I R E T r a n s a c t i o n s 
P G I T , IT-5* S p e c i a l S u p p l e m e n t ( 1 9 5 9 ) . 
29 
I f t h e subsys tem r e l i a b i l i t i e s a r e v e r y c l o s e t o 1 , M ine shows t h a t 
t h e v a l u e o f t h e Lag range m u l t i p l i e r i s a p p r o x i m a t e l y g i v e n by t h e 
r e l a t i o n 
i i 
X = e x p ( C ) -
n 
TT 
j = i l o g 1 - R 
l o g (1 - R ^ 
I l o g (1 - R ) 
j 
( 1 - 1 5 ) 
However , an e x a c t s o l u t i o n f o r t h i s c a s e has been o b t a i n e d by 
16 
K e t t e l l e , u s i n g t h e s t e p w i s e dynamic p rogramming a p p r o a c h . B a s i c a l l y , 
t h e K e t t e l l e a l g o r i t h m g e n e r a t e s undomina ted r e d u n d a n c y a l l o c a t i o n s f o r 
s u c c e s s i v e l y l a r g e r subsys tems f r o m undomina ted a l l o c a t i o n s f o r s m a l l 
s u b s y s t e m s . The p r o c e d u r e r e q u i r e s t h a t one f i r s t o b t a i n s a f a m i l y 
o f u n d o m i n a t e d r e d u n d a n c y a l l o c a t i o n s f o r t h e subsys tems c o n s i s t i n g o f 
s t a g e 1 and 2 a l o n e , and t h e n o b t a i n s t h e undom ina ted a l l o c a t i o n s f o r 
t h e subsys tems c o n s i s t i n g o f t h e s t a g e 1, 2 , 3 , and 4 , by u s i n g t h e 
undomina ted a l l o c a t i o n s o f s t a g e s 1 and 2 a l r e a d y o b t a i n e d i n t h e 
p r e v i o u s s t e p , and t h e undomina ted a l l o c a t i o n s f o r t h e comb ined s t a g e 3 
and 4 i n t h e same way. I n a s i m i l a r f a s h i o n , combine s t a g e s 5 , 6 , 7 , 
8 , e t c . , u n t i l a l l s t a g e s have been c o m b i n e d , r e s u l t i n g i n a sequence 
o f o p t i m a l s o l u t i o n t o t h e p r o b l e m . 
E v e r e t t has a l s o t r e a t e d t h e r e d u n d a n c y a l l o c a t i o n p r o b l e m 
J . D. K e t t e l l e , " L e a s e C o s t A l l o c a t i o n o f R e l i a b i l i t y I n v e s t ­
m e n t , " Journal of the Operations Research Society of America, V o l . 7 , 




H. E v e r e t t , " G e n e r a l i z e d L a g r a n g e M u l t i p l i e r Methods f o r 
S o l v i n g P r o b l e m s o f Optimum A l l o c a t i o n o f R e s o u r c e s , " Journal of the 
Operations Research Society of America*. V o l . 2 ( 1 9 6 3 ) , p p . 3 9 9 - 4 1 5 . 
18 
B. J . F l e h i n g e r , " R e l i a b i l i t y Improvement Through Redundancy 
a t V a r i o u s S y s t e m L e v e l s , " IBM Journal of Research and Development, 
V o l . 2 ( A p r i l , 1 9 5 8 ) , p p . 1 4 8 - 1 5 8 . 
19 
M. A. G e i s l e r , and H. W. K a r r , "The D e s i g n o f M i l i t a r y S u p p l y 
T a b l e s f o r S p a r e P a r t s , " Journal of the Operations Research Society 
of America, V o l . 4 ( 1 9 5 6 ) , p p . 4 3 1 - 4 4 2 . 
20 
M. H. G o u r a r y , "A S i m p l e R u l e f o r t h e C o n s o l i d a t i o n o f A l l o w ­
a b l e L i s t s , " Naval Research Logistics Quarterly, V o l . 5 , N o . 5 ( 1 9 5 8 ) , 
p p . 1 - 1 5 . 
u s i n g t h e g e n e r a l i z e d L a g r a n g e m u l t i p l i e r m e t h o d . Each o f t h e a b o v e 
a l l o c a t i o n m e t h o d s f o r optimum r e d u n d a n c y a r e a p p l i c a b l e f o r t h e c a s e 
o f a c t i v e p a r a l l e l r e d u n d a n c y , and t h a t t h e c o s t f u n c t i o n s c o n s i d e r e d 
a r e o f t h e l i n e a r f o r m . 
18 
F l e h i n g e r h a s d i s c u s s e d t h e o p t i m a l r e d u n d a n c y a l l o c a t i o n p r o b ­
l e m f o r c e r t a i n r e l a y s y s t e m s h a v i n g s e n s i n g and s w i t c h i n g d e v i c e s . 
19 20 
G e i s l e r and K a r r , and Gourary h a v e t r e a t e d t h e s t a n d b y r e d u n d a n c y 
p r o b l e m s i n w h i c h t h e y m i n i m i z e t h e e x p e c t e d v a l u e o f s h o r t a g e w e i g h t e d 
by t h e e s s e n t i a l i t y o f t h e i t e m s h o r t s u b j e c t t o a s i n g l e c o n s t r a i n t o f 
c o s t o r w e i g h t . 
B l a c k and P r o s c h a n h a v e made e x t e n s i v e s t u d i e s o f t h e s t a n d b y 
r e d u n d a n c y a l l o c a t i o n p r o b l e m s . In t h e i r s e v e r a l p a p e r s on t h i s s u b -
j e c t , t h e y h a v e b e e n c o n c e r n e d w i t h t h e d e t e r m i n a t i o n o f t h e number o f 
s p a r e p a r t s o f e a c h t y p e o f c o m p o n e n t s o f a s y s t e m w h i c h i s r e q u i r e d 
t o g i v e a s p e c i f i e d a s s u r a n c e o f c o n t i n u e d o p e r a t i o n d u r i n g a g i v e n 
31 
21 . . 
p e r i o d o f s y s t e m o p e r a t i o n a t minimum c o s t . More s p e c i f i c a l l y , 
B l a c k and P r o s c h a n h a v e t r e a t e d a s y s t e m c o n s i s t i n g o f K s e r i a l com­
p o n e n t s w h o s e f a i l u r e d i s t r i b u t i o n f o r t h e j t h s u b s y s t e m i s F _ . ( t ) w i t h 
a l l c o m p o n e n t s i n d e p e n d e n t . I t i s f u r t h e r a s s u m e d t h a t d u r i n g t h e 
p e r i o d c o n s i d e r e d o n l y t h e s p a r e s i n i t i a l l y p r o v i d e d may b e u s e d t o 
r e p l a c e c o m p o n e n t s t h a t h a v e f a i l e d . 
The p r o b l e m i s t h e n t o s e l e c t a s e t o f n o n - n e g a t i v e number n.. 
o f r e d u n d a n t u n i t s t o m a x i m i z e t h e p r o b a b i l i t y o f s u r v i v a l u n t i l t i m e 
t , t h a t i s , t o m a x i m i z e t h e q u a n t i t y g i v e n by 
K 
F ( N ) = J F . ( n . ) ( 1 - 1 6 ) 
j = l : : 
s u b j e c t t o l i n e a r c o n s t r a i n t 
K 
C(N) = I n . C. < C and n . > 0 ( 1 - 1 7 ) j = i ^ : o :
f o r j = 1 , 2 , . . . , K 
w h e r e 
F_. (n_.) = p r o b a b i l i t y t h a t n_. o r l e s s f a i l u r e s o f j t h 
s u b s y s t e m o c c u r d u r i n g ( 0 , t Q ) , j = 1 , 2 , . . . , K 
2 1 
G. B l a c k , and F . P r o s c h a n , "On O p t i m a l R e d u n d a n c y , " Journal of 
the Operations Researoh Society of America> V o l . 7 ( 1 9 5 9 ) , p p . 5 8 1 -
5 8 8 ; G. B l a c k , and F . P r o s c h a n , " S p a r e P a r t s K i t s a t Minimum C o s t , " 
Proceedings of the Fifth National Symposium on Reliability and Quality 
Control ( J a n u a r y , 1 9 5 9 ) , p p . 2 8 1 - 2 8 9 ; F . P r o s c h a n , Minimum Cost for 
Spares When Component Failure is not Necessary Exponential, R e p o r t 
EDL-M 1 8 5 , E l e c t r o n i c D e f e n s e L a b o r a t o r y , M o u n t a i n V i e w , C a l i f o r n i a 
( 1 9 5 9 ) . 
32 
N = ( n n , n 0 , . . . , n v ) , t h e v e c t o r s p e c i f y i n g t h e number o f 
s p a r e s o f e a c h s u b s y s t e m 
F ( N ) = p r o b a b i l i t y t h a t n o s h o r t a g e i s e x p e r i e n c e d f o r any 
o f K s u b s y s t e m s d u r i n g ( 0 , t o ) , g i v e n an i n i t i a l k i t 
o f c o m p o s i t i o n N 
C ( N ) = t o t a l c o s t o f a s p a r e - p a r t s k i t c o m p o s e d o f n.. u n i t s 
o f j t h s u b s y s t e m f o r j = 1 , 2 , . . . , K 
C q = a l l o w a b l e t o t a l c o s t o f t h e s p a r e p a r t s 
The s o l u t i o n a l g o r i t h m f o r t h e c a s e o f o n e l i n e a r c o n s t r a i n t i s o b t a i n e d 
b y P r o s c h a n , a s s u m i n g t h e e x p o n e n t i a l f a i l u r e d i s t r i b u t i o n . 
The s o l u t i o n s o f t h i s s t a n d b y r e d u n d a n c y a l l o c a t i o n p r o b l e m s h a v e 
s i n c e b e e n e x t e n d e d t o a w i d e c l a s s o f f a i l u r e d i s t r i b u t i o n s o t h e r t h a n 
22 
t h e e x p o n e n t i a l . In p a r t i c u l a r , P r o s c h a n h a s shown t h a t t h e m e t h o d 
o f s o l u t i o n i s a l s o v a l i d f o r t h e c a s e w h e r e u n d e r l y i n g f a i l u r e d i s t r i ­
b u t i o n s a r e p o l y a f r e q u e n c y f u n c t i o n s o f Type 2 , t h a t i s , t h e f ( t ) h a v e 
t h e p r o p e r t y s u c h t h a t t h e r e l a t i o n 
f ( x l " y l ^ f ( x l " Y 2 ) 
f ( x 2 - y x ) f ( x 2 - y 2 ) 
> 0 ( 1 - 1 8 ) 
i s s a t i s f i e d f o r x . < xn and y , < y^„ 1 2 J 1 J 2 
A number o f p a p e r s e m p l o y i n g t h e d y n a m i c programming a p p r o a c h t o 
t h e p r o b l e m o f opt imum a l l o c a t i o n s o f r e d u n d a n c y i n t h e s e r i a l s y s t e m 
22 , 
"F. P r o s c h a n , " O p t i m a l S y s t e m S u p p l y , " N a v a l R e s e a r c h L o g i s t i c s 




R. B e l l m a n , and S . D r e y f u s , "Dynamic Programming and t h e R e l i ­
a b i l i t y o f M u l t i c o m p o n e n t D e v i c e s , " Journal of the Operations Research 
Society of America, V o l . 6 ( 1 9 5 8 ) , p p . 2 0 0 - 2 0 6 . 
24 • . 
J . M. L i i t t s c h w a g n e r , " D y n a m i c Programming i n t h e S o l u t i o n o f 
M u l t i - S t a g e R e l i a b i l i t y P r o b l e m , " The Journal of Industrial Engineer­
ing, V o l . X V , N o . 4 ( J u l y - A u g u s t , 1 9 6 4 ) , p p . 1 6 8 - 1 7 5 . 
25 
M. S a s a k i , " A S i m p l i f i e d Method o f O b t a i n i n g H i g h e s t System 
R e l i a b i l i t y , " Proceedings of the Eighth National Symposium on Relia­
bility and Quality Control ( J a n u a r y , 1 9 6 2 ) , p p . 4 8 9 - 5 0 2 . 
have a p p e a r e d i n r e c e n t p u b l i c a t i o n s : B e l l m a n and D r e y f u s have 
t r e a t e d t h e p r o b l e m o f m a x i m i z i n g sys tem r e l i a b i l i t y c o n c u r r e n t l y w i t h 
two l i n e a r c o n s t r a i n t s o f c o s t and w e i g h t . L i i t t s c h w a g n e r has a l s o 
c o n s i d e r e d t h e dynamic p rogramming f o r m u l a t i o n o f f i n d i n g maximum sys tem 
r e l i a b i l i t y c o n c u r r e n t w i t h t h e m i n i m i z a t i o n o f w e i g h t and power f o r t h e 
24 
c a s e o f s t a n d b y r e d u n d a n c y . S a s a k i has a l s o t r e a t e d t h e r e d u n d a n c y 
a l l o c a t i o n p r o b l e m when t h e r e a r e n d i m e n s i o n a l c o n s t r a i n t s s u c h as 
25 
c o s t , w e i g h t , and v o l u m e . 
V 
The dynamic programming methods employed by t h e above a u t h o r s 
may be summar ized as f o l l o w s : i t i s assumed t h a t one component o f t h e 
j t h t y p e must be u s e d a t each s t a g e . S tage j c o n s i s t s o f n.. + 1 u n i t s 
i n p a r a l l e l , e a c h o f w h i c h has i n d e p e n d e n t p r o b a b i l i t y q.. o f f a i l u r e . 
P r a c t i c a l c o n s t r a i n t s o f c o s t , w e i g h t o r s i z e e x i s t i n a g i v e n s y s t e m . 
L e t t h e c o s t o f a s i n g l e component o f t h e j t h s t a g e be c.. and w.. be i t s 
w e i g h t . The p r o b l e m i s t h e n t o f i n d t h e number o f r e d u n d a n t u n i t s 
w h i c h w i l l r e s u l t i n maximum sys tem r e l i a b i l i t y c o n s i s t e n t w i t h t h e 
g i v e n l i n e a r c o n s t r a i n t s . T h i s f o r m u l a t i o n l e a d s t o t h e m a x i m i z a t i o n 
o f sys tem r e l i a b i l i t y R ( N ) , where N = (n ,n , . . . , n ) , g i v e n by 
1 2 K 
34 
K n . + l 
s u b j e c t t o t h e l i n e a r c o n s t r a i n t s 
K 
T c . n . < C A 3 3 -
( 1 - 2 0 ) 
K 
)" W. n . < W and n . = 0 , 1 , 2 , . . . 
j = l 3 3 3 
j = 1 , 2 , . . . , K . 
In g e n e r a l , t h e a b o v e p r o b l e m i s a t y p i c a l e x a m p l e i n t h e t h e o r y 
o f n o n - l i n e a r programming w h e r e t h e d e c i s i o n v a r i a b l e a t e a c h s t a g e 
must b e a n o n - n e g a t i v e i n t e g e r , and a g e n e r a l s o l u t i o n i n c l o s e d form 
c a n n o t b e g i v e n . The s o l u t i o n s d e r i v e d by t h e a u t h o r s a r e g i v e n i n 
t e r m s o f a c o m p u t a t i o n a l a l g o r i t h m o n l y . 
26 
More r e c e n t l y , P r o s c h a n and Bray h a v e e x t e n d e d t h e K e t t e l e s 
p r o c e d u r e w h i c h g e n e r a t e s a f a m i l y o f u n d o m i n a t e d r e d u n d a n c y a l l o c a t i o n s 
when more t h a n o n e l i n e a r c o s t c o n s t r a i n t s a r e p r e s e n t . B a r l o w , H u n t e r , 
27 
and P r o s c h a n h a v e d i s c u s s e d t h e p r o b l e m o f o p t i m a l r e d u n d a n c y a l l o c a -
26 
F. P r o s c h a n , and T. A. B r a y , "Optimum Redundancy Under M u l t i p l e 
C o n s t r a i n t s , " Boeing Scientific Research Laboratories Document DI-82-
9253 ( 1 9 6 3 ) . 
27 
R. E. B a r l o w , L. C. H u n t e r , and F . P r o s c h a n , "Optimum R e d u n ­
d a n c y When Components a r e S u b j e c t t o Two K i n d s o f F a i l u r e s , " Journal 
of the Society for Industrial and Applied Mathematics > V o l . 1 1 , No . 1 
( M a r c h , 1 9 6 3 ) , p p . 6 4 - 7 3 . 
R(N) = TT ( 1 - q . 3 ) ( 1 - 1 9 ) 
j = l 3 
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t i o n s when components a r e s u b j e c t t o two k i n d s o f f a i l u r e s s u c h as an 
open c i r c u i t f a i l u r e and s h o r t c i r c u i t f a i l u r e i n t h e ne two rk o f r e l a y s . 
O b j e c t i v e s 
P e r h a p s t h e most i m p o r t a n t r e a s o n f o r u n d e r t a k i n g t h e p r e s e n t 
s t u d y i s t h a t t h e f u r t h e r n e e d e x i s t s f o r d e v e l o p i n g a c o m p r e h e n s i v e 
r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n mode l w h i c h i s g e n e r a l l y a p p l i c a b l e , i s e c o ­
n o m i c a l l y f e a s i b l e , and y i e l d s r e a l i s t i c r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s . 
E a c h o f t h e a b o v e - c i t e d a p p r o a c h e s t o t h e r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n p r o b ­
lem has e m p h a s i z e d o n l y c e r t a i n a s p e c t s o f t h e o v e r a l l sys tem r e l i a ­
b i l i t y a l l o c a t i o n p r o b l e m . The b a s i c a l l o c a t i o n m o d e l , f o r e x a m p l e , 
has t e n d e d t o f o c u s o n l y on t h e u n i t c a p a b i l i t y b a s e d on t h e h i s t o r i c a l 
f a i l u r e i n f o r m a t i o n w h i l e n e g l e c t i n g t h e o t h e r i m p o r t a n t sys tem c h a r a c ­
t e r i s t i c s such as t h e deve lopmen t c o s t and p h y s i c a l c o n s t r a i n t s w h i c h 
a r e a l w a y s p r e s e n t i n any a l l o c a t i o n p r o c e s s . 
On t h e o t h e r h a n d , a c l a s s o f r e d u n d a n c y a l l o c a t i o n p r o b l e m s 
s t u d i e d c o n s t i t u t e s a p r o b l e m o f a l l o c a t i n g r e d u n d a n c y i n o r d e r t o 
a c h i e v e o r improve sys tem r e l i a b i l i t y g o a l w i t h i n a s y s t e m , and t h e s e 
a p p r o a c h e s a r e n o t t r u l y a p r o b l e m o f a l l o c a t i n g s y s t e m r e l i a b i l i t y 
r e q u i r e m e n t s s i n c e no c o n s i d e r a t i o n s a r e g i v e n t o t h e u n i t s t a t e - o f -
t h e - a r t , i t s f u n c t i o n a l i m p o r t a n c e , and e n v i r o n m e n t a l f a c t o r s w h i c h w i l l 
a f f e c t t h e o v e r a l l sys tem r e l i a b i l i t y . F u r t h e r m o r e , a c l a s s o f r e l i a ­
b i l i t y a l l o c a t i o n p rob lems as v i e w e d f rom t h e o v e r a l l sys tem o p t i m i z a ­
t i o n a p p r o a c h has r e m a i n e d l a r g e l y u n t o u c h e d and much needs t o be 
e x p l o r e d . T h i s p o i n t s up t h e n e e d f o r a c o m p r e h e n s i v e mode l o f t h e 
r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n w h i c h t a k e s i n t o a c c o u n t a l a r g e number o f 
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i n t e r d e p e n d e n t and i n t e r a c t i n g f a c t o r s c o n t a i n e d i n a g i v e n r e l i a b i l i t y 
a l l o c a t i o n p r o b l e m . 
The g e n e r a l o b j e c t i v e o f t h i s r e s e a r c h i s t o d e v e l o p a m e t h o d ­
o l o g y f o r a s s i g n i n g a s p e c i f i c s y s t e m r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t t o t h e 
v a r i o u s c o m p o n e n t s o f a s y s t e m when i t i s d e s i r e d t o a c h i e v e a s p e c i f i e d 
l e v e l o f r e l i a b i l i t y g o a l c o n s i s t e n t w i t h a s e t o f s y s t e m c o n s t r a i n t s . 
S p e c i f i c a r e a s o f i n v e s t i g a t i o n i n c l u d e t h e f o l l o w i n g : 
1 . The d e v e l o p m e n t o f a p r o c e d u r e f o r d e t e r m i n i n g t h e opt imum 
l e v e l o f r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s f o r e a c h o f t h e m a j o r f u n c t i o n a l 
u n i t s w h i c h c o m p r i s e a c o m p l e x s y s t e m . 
2 . The d e v e l o p m e n t o f a d e t a i l e d a l l o c a t i o n p r o c e d u r e f o r 
d e t e r m i n i n g t h e opt imum d e s i g n p o l i c y and t h e q u a n t i t y o f r e d u n d a n t 
u n i t s t o b e u s e d w i t h i n a s y s t e m w h i c h w i l l m i n i m i z e t h e c o s t o f 
a c h i e v i n g a s p e c i f i e d l e v e l o f r e l i a b i l i t y c o n s i s t e n t w i t h t h e g i v e n 
s y s t e m c o n s t r a i n t s . 
3 . The d e v e l o p m e n t o f a p r o c e d u r e f o r a l l o c a t i n g s y s t e m r e l i ­
a b i l i t y r e q u i r e m e n t i n t o s u b s y s t e m l e v e l s b a s e d on t h e c o n c e p t o f t h e 
t o t a l s y s t e m c o s t s . 
4 . The d e v e l o p m e n t o f a p p r o p r i a t e c o m p u t a t i o n a l p r o c e d u r e s f o r 
t h e r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n s and a s s o c i a t e d r e d u n d a n c y p r o b l e m s . 
5 . The e v a l u a t i o n o f r e l i a b i l i t y i m p r o v e m e n t o b t a i n a b l e t h r o u g h 
r e p a i r a b l e r e d u n d a n c y a t t h e weak s y s t e m e l e m e n t s . 
CHAPTER I I 
FUNCTIONAL ALLOCATION OF SYSTEM RELIABILITY 
B a s i c C o n s i d e r a t i o n s 
The r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t f o r a new s y s t e m o r e q u i p m e n t i s 
u s u a l l y e s t a b l i s h e d d u r i n g t h e e a r l y d e v e l o p m e n t p h a s e s o f a s y s t e m 
d e s i g n . T h i s r e l i a b i l i t y m u s t , i n t u r n , be a p p o r t i o n e d o r a l l o c a t e d 
i n t o t h e n u m e r o u s c o m p o n e n t s , u n i t s , and s u b s y s t e m s t h a t make up a 
s y s t e m i n o r d e r t o d e t e r m i n e t h e r e l i a b i l i t y g o a l s t h a t t h e s e u n i t s 
mus t a c h i e v e i f t h e o v e r a l l s y s t e m r e q u i r e m e n t i s t o b e m e t . T h e s e 
a l l o c a t i o n s a r e a c c o m p l i s h e d t h r o u g h t h e u s e o f an a p p r o p r i a t e a l l o c a ­
t i o n p r o c e d u r e . 
For any s y s t e m c o m p o s e d o f n u n i t s , t h e r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n 
p r o c e s s may b e s y m b o l i c a l l y e x p r e s s e d a s t h e f o l l o w i n g f u n c t i o n a l i n ­
e q u a l i t y : 
R * ( t ) < < f > ( R 1 ( t ) , R 2 ( t ) 9 . . . 9 R n ( t ) ) ( 2 - 1 ) 
w h e r e 
R ( t ) = t h e s y s t e m r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t f o r t s y s t e m 
h o u r s o f o p e r a t i o n 
R_. ( t ) = t h e a l l o c a t e d r e l i a b i l i t y f o r t h e j t h u n i t f o r a 
t i m e p e r i o d o f t h o u r s , and 
<j> denotes t h e f u n c t i o n a l r e l a t i o n s h i p b e t w e e n s y s t e m and u n i t 
r e l i a b i l i t i e s . 
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F o r a s i m p l e s e r i a l sys tem where f a i l u r e o f any c o n s t i t u e n t u n i t 
w i l l r e s u l t i n f a i l u r e o f t h e w h o l e s y s t e m , and f a i l u r e p r o b a b i l i t y o f 
each u n i t i n t h e sys tem i s assumed t o be i n d e p e n d e n t , t h e above r e l a t i o n 
r e d u c e s t o 
R ° ( t ) < R . ( t ) • R 0 ( t ) • • • R ( t ) ( 2 - 2 ) 1 2 n 
Thus t h e o v e r a l l r e l i a b i l i t y o f t h e sys tem c a n be e x p r e s s e d as t h e 
p r o d u c t o f t h e r e l i a b i l i t i e s o f t h e c o n s t i t u e n t u n i t s . 
T h e o r e t i c a l l y , t h e r e e x i s t a l a r g e number o f f e a s i b l e s o l u t i o n s 
t o t h e above r e l i a b i l i t y e q u a t i o n , assuming no r e s t r i c t i o n s imposed on 
t h e a l l o c a t i o n p r o c e s s . A v e r y s i m p l e s o l u t i o n w o u l d i n v o l v e a p p o r ­
t i o n i n g t h e sys tem r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t i n t o n e q u a l p a r t s so t h a t 
a l l o c a t e d r e l i a b i l i t y w o u l d be i d e n t i c a l f o r a l l u n i t s i n t h e s y s t e m . 
O b v i o u s l y , t h i s i s n o t a r e a l i s t i c a p p r o a c h b e c a u s e comp lex u n i t s 
w o u l d have t h e same r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s as r e l a t i v e l y s i m p l e 
u n i t s . T h e r e f o r e , some r e s t r i c t i o n s must be imposed on t h e s o l u t i o n o f 
t h i s e q u a t i o n i f c o n s i s t e n t and r e a l i s t i c r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n s among 
u n i t s a r e t o be d e s i r e d . 
I n o r d e r t o o b t a i n r e a l i s t i c s o l u t i o n s , t h e a l l o c a t i o n p r o c e s s 
b a s i c a l l y i n v o l v e s t h e i d e n t i f i c a t i o n and a p p r o p r i a t e q u a n t i f i c a t i o n 
o f t h e s e f a c t o r s w h i c h i n f l u e n c e t h e u n i t r e l i a b i l i t y , and e s t a b l i s h e s 
a p r o c e d u r e c a p a b l e o f p r o d u c i n g a u n i q u e o r l i m i t e d number o f s o l u t i o n s 
c o n s i s t e n t w i t h t h e a p p r o p r i a t e sys tem c o n s t r a i n t s . 
A c l a s s o f a l l o c a t i o n methods c u r r e n t l y a v a i l a b l e g i v e s by i t s e l f 
no a s s u r a n c e o r g u a r a n t e e t h a t t h e r e l i a b i l i t i e s so a s s i g n e d t o t h e u n i t s 
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w i l l m a t e r i a l i z e i n s e r v i c e o p e r a t i o n o f t h e u n i t o r s y s t e m . The r e l i ­
a b i l i t y a l l o c a t i o n s a r r i v e d a t by t h e c u r r e n t method o f t e n n e e d t o be 
compromised t h r o u g h t h e t r a d e - o f f a n a l y s i s be tween r e l i a b i l i t y , o t h e r 
p e r f o r m a n c e r e q u i r e m e n t s , w e i g h t , s p a c e , deve lopment t i m e , and more 
f r e q u e n t l y mone ta ry l i m i t a t i o n s . 
F u r t h e r m o r e t h e c u r r e n t a l l o c a t i o n s methods a r e n o t s u i t e d f o r 
t r e a t i n g more t h a n two r e d u n d a n t u n i t s b e c a u s e t h e c o m p l e x i t y o f t h e 
a l l o c a t i o n mode l i s g r e a t l y i n c r e a s e d f o r more t h a n one r e d u n d a n t c o n ­
f i g u r a t i o n s . Bo th o f t h e s e r e a s o n s p o i n t o u t t h e n e e d f o r a compre ­
h e n s i v e mode l o f t h e r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n w h i c h t a k e s a c c o u n t o f 
t h e s e f a c t o r s a l o n g w i t h o t h e r i m p o r t a n t sys tem c h a r a c t e r i s t i c s . 
The g e n e r a l c r i t e r i a employed i n t h e deve lopment o f s u c h a 
c o m p r e h e n s i v e mode l may be o u t l i n e d as f o l l o w s : 
1 . The method must be g e n e r a l l y a p p l i c a b l e t o a v a r i e t y o f 
sys tem c o n f i g u r a t i o n s , and a l l c l a s s e s o f sys tem e l e m e n t s — e l e c t r o n i c , 
e l e c t r o - m e c h a n i c a l , m e c h a n i c a l , h y d r a u l i c , c h e m i c a l , e t c . , and f u r t h e r ­
more i t must be a p p l i c a b l e a t t h e v a r i o u s phases o f a s y s t e m deve lopmen t 
p r o c e s s . 
2 . The method must be b a s e d on t h e a v a i l a b l e i n p u t d a t a i n t h e 
e a r l y p h a s e s o f sys tem d e s i g n . S i n c e sys tem r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s 
a r e n o r m a l l y a l l o c a t e d i n t o t h e subsys tems d u r i n g t h e e a r l y p h a s e s o f 
deve lopmen t p r o g r a m , t h e d e f i n i t i o n and q u a n t i f i c a t i o n o f a l l o c a t i o n 
f a c t o r s i n c o r p o r a t e d i n t h e mode l a r e c o n s e q u e n t l y dependen t upon t h e 
a v a i l a b l e d e s i g n i n f o r m a t i o n d u r i n g t h i s p h a s e o f t h e deve lopment 
p r o g r a m . 
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3 . The method must p r o v i d e e c o n o m i c a l l y f e a s i b l e and r e a l i s t i c 
a l l o c a t i o n s i n te rms o f deve lopmen t f u n d i n g , t i m e s c h e d u l e , s t a t e - o f -
t h e - a r t o r o t h e r d e s i g n r e q u i r e m e n t s . 
R e l i a b i l i t y F u n c t i o n s 
The sys tem r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t c o n s t i t u t e s t h e b a s i c pa ram­
e t e r i n a r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n m o d e l . T h i s r e q u i r e m e n t i s u s u a l l y 
e s t a b l i s h e d by e i t h e r t h e p r o s p e c t i v e u s e r o r p r o p o s e d by t h e s u p p l i e r 
o f t h e equ ipment o r sys tem i n c o n s i d e r a t i o n o f s u c h f a c t o r s as m i s s i o n 
r e q u i r e m e n t s , o p e r a t i o n a l r e a d i n e s s , m a i n t a i n a b i l i t y , s a f e t y , sys tem 
c o s t , deve lopmen t s c h e d u l e , and o t h e r f a c t o r s o f i n t r i n s i c i m p o r t a n c e . 
The r e q u i r e m e n t i s n o r m a l l y s p e c i f i e d i n any a p p r o p r i a t e measure such 
as sys tem f a i l u r e r a t e , mean l i f e o r r e l i a b i l i t y o f t h e s y s t e m f o r a 
f i x e d d u r a t i o n o f sys tem o p e r a t i o n . 
The most w i d e l y a c c e p t e d d e f i n i t i o n o f r e l i a b i l i t y i s g i v e n as 
t h e p r o b a b i l i t y t h a t a sys tem w i l l p e r f o r m s a t i s f a c t o r i l y f o r a t l e a s t 
a g i v e n p e r i o d o f t i m e when u s e d unde r s t a t e d c o n d i t i o n s . " ^ When a p p l i e d 
t o a s p e c i f i c o n e - s h o t t y p e sys tem s u c h as m i s s i l e s o r s a t e l l i t e s , m i s ­
s i o n r e l i a b i l i t y i s f r e q u e n t l y d e f i n e d as t h e p r o b a b i l i t y t h a t a s y s t e m 
w i l l o p e r a t e i n t h e mode f o r w h i c h i t was d e s i g n e d f o r t h e d u r a t i o n o f 
a m i s s i o n , g i v e n t h a t i t was o p e r a t i n g i n t h i s mode a t t h e b e g i n n i n g o f 
2 . . . . . . 
t h e m i s s i o n . T h u s , m i s s i o n r e l i a b i l i t y i s a measure o f p r o b a b i l i t y o f 
s u r v i v a l o f t h e sys tem f o r t h e p e r i o d o f t i m e r e q u i r e d t o c o m p l e t e t h e 
W i l l i a m H . Von A l v e n , Reliability Engineering, (Eng lewood 
C l i f f s , N . J . : P r e n t i c e - H a l l , I n c . , 1 9 6 4 ) , p . 6 . 
^Ibid, 
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s p e c i f i e d m i s s i o n . 
Whenever t h e r e l i a b i l i t y d e f i n i t i o n i s e s t a b l i s h e d t o f i t a 
p a r t i c u l a r sys tem o r e q u i p m e n t , i t i s t h e n n e c e s s a r y t o b a s e t h e measure 
o f p r o b a b i l i t y on t h e p r e c i s e d e f i n i t i o n o f " s u c c e s s " o r " s a t i s f a c t o r y 
p e r f o r m a n c e " o f sys tem f u n c t i o n , and t h e n choose t h e t i m e p e r i o d o r 
o p e r a t i n g c y c l e o v e r w h i c h such s a t i s f a c t o r y sys tem o p e r a t i o n i s 
d e s i r e d , and f i n a l l y s p e c i f y t h e e n v i r o n m e n t a l o r u s e c o n d i t i o n s unde r 
w h i c h t h e sys tem i s e x p e c t e d t o o p e r a t e . 
same p r o b a b i l i t y o f s u c c e s s f u l s y s t e m o p e r a t i o n e x p r e s s e d as a f u n c t i o n 
o f t h e t i m e p e r i o d o f i n t e r e s t . The g e n e r a l p r o p e r t i e s t h a t t h e r e l i ­
a b i l i t y f u n c t i o n , R ( t ) , i s assumed t o s a t i s f y a r e : 
and R ( t ) i s a monotone n o n i n c r e a s i n g f u n c t i o n i n t h e t i m e i n t e r v a l 
( 0 , o o ) . 
F o r a g i v e n s y s t e m , t h e r e l i a b i l i t y f u n c t i o n R ( t ) i s r e l a t e d t o 
t h e f a i l u r e d e n s i t y f u n c t i o n f ( t ) by 
The r e l i a b i l i t y f u n c t i o n f o r a g i v e n sys tem r e p r e s e n t s t h i s 
R ( 0 ) = 1 and R O ) = 0 ( 2 - 3 ) 
t 
R ( t ) = / f ( t ) d t = 1 - / f ( t ) d t 
t 0 
( 2 - 4 ) 
D i f f e r e n t i a t i n g b o t h s i d e s o f E q u a t i o n ( 2 - 4 ) g i v e s 
R ' ( t ) = - f ( t ) , ( 2 - 5 ) 
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assum ing t h a t t h e d e r i v a t i v e e x i s t s . By d e f i n i t i o n , f ( t ) d t g i v e s t h e 
p r o b a b i l i t y t h a t t h e sys tem s t a r t i n g a t t ime t = 0 w i l l f a i l i n t h e 
t i m e i n t e r v a l ( t , t + d t ) . T h e n , t h e c o n d i t i o n a l p r o b a b i l i t y t h a t t h e 
sys tem w i l l f a i l i n ( t , t + A t ) , g i v e n t h a t i t i s o p e r a t i n g a t t i m e t 
i s g i v e n by t h e q u a n t i t y 
R ( t ) - R ( t + At)_ ( 2 
R ( t ) 
The h a z a r d r a t e o r i n s t a n t a n e o u s f a i l u r e r a t e i s d e f i n e d t o be 
V ^ - M - I n m R ( t ) ~ R ( t + A t ) _ f ( t ) „ , 
_Atio — A t • R ( t ) ' " ^ 
o r 
h ( t ) = - d C i ° g R ( t ) J ( 2 . 8 ) 
d t 
From t h e r e l a t i o n s h i p i n ( 2 - 7 ) and u s i n g ( 2 - 5 ) , R ( t ) c a n be w r i t t e n i n 
te rms o f t h e h a z a r d r a t e as 
t 
R ( t ) = exp ( - / h ( x ) d x ) ( 2 - 9 ) 
0 
w h i c h h o l d s f o r any f o rm o f h a z a r d r a t e f u n c t i o n , and i s t h u s c a l l e d 
t h e g e n e r a l r e l i a b i l i t y f o r m u l a . I t i s seen f rom E q u a t i o n ( 2 - 9 ) t h a t 
as t ->• °°, R(°°) = 0 , w h i c h a g r e e s w i t h t h e a s s u m p t i o n g i v e n i n ( 2 - 3 ) . 
t 
The K t h moment o f t h e f a i l u r e d e n s i t y i s u s u a l l y d e n o t e d by u v and i s 
4 3 
d e f i n e d a s 
r .K 
u = / t * f ( t ) d t 
0 
o r , upon i n t e g r a t i o n by p a r t s , i t f o l l o w s t h a t 
u ' = K / t K _ 1 • R ( t ) d t ( 2 - 1 0 ) 
K 0 
Some r e l i a b i l i t y f u n c t i o n s w h i c h h a v e b e e n f r e q u e n t l y u s e d i n 
3 
t h e r e l i a b i l i t y s t u d i e s a r e a s f o l l o w s . 
( 1 ) E x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n 
R ( t ) = e " X t , A > 0 
h ( t ) = X 
t 
u K ,K 
A 
( 2 ) Gamma d i s t r i b u t i o n 
Ax 
w h e r e m > - 1 , and A > 0 
..m+1 m - A t 
I / 1 \ _ A t e 
n K X ) ' (m + 1 ) R ( t ) 
3 
R. E . B a r l o w , and F . P r o s c h a n , M a t h e m a t i c a l T h e o r y o f R e l i a ­
b i l i t y (New York: J o h n W i l e y 6 S o n s , I n c . , 1 9 6 5 ) , p . 1 3 . 
4 4 
1 - r ( m + K + 1 ) # JL_ 
U K " r (m + 1 ) " K 
( 3 ) W e i b u l l d i s t r i b u t i o n 
R ( t ) = e x p ( - t a / 0 ) , a , 6 > o 
. a - 1 
h ( t ) = 
K 
K . > . a 
( 4 ) T r u n c a t e d n o r m a l d i s t r i b u t i o n 
a<J>{a(t-t ) } 




w h e r e <J>(x) = ~ ~ ~ e ^ 
/2T 
1 f x 
and $(x) = —— J e 
V2.7T - 0 0 
a<|>{a( t - t ) } 
h ( t ) = 
$ { - a ( t - t ) } 
o 
• + 1 * ( a t o ) 
1 o a $ ( a t ) o 
' + 2 + 1 ! o * ( a V 
u 2 ~ o 2 a * $ ( a t ) 
a o 
For a s y s t e m c o m p o s e d o f n u n i t s i n s e r i e s w h e r e t h e f a i l u r e 
d e n s i t y f u n c t i o n o f e a c h u n i t w i t h i n t h e s y s t e m i s a s s u m e d t o be 
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i n d e p e n d e n t , and f u r t h e r m o r e t h e f a i l u r e o f any one u n i t c a u s e s a 
f a i l u r e o f t h e s y s t e m , t h e s y s t e m r e l i a b i l i t y w h i c h g i v e s t h e p r o b a ­
b i l i t y t h a t e v e r y u n i t w i l l o p e r a t e w i t h o u t f a i l u r e f o r a t l e a s t t i m e 
t , c a n b e o b t a i n e d by t h e p r o d u c t o f i n d i v i d u a l u n i t r e l i a b i l i t i e s . 
D e n o t i n g by R_. ( t ) t h e r e l i a b i l i t y f u n c t i o n o f t h e j t h u n i t and by 
h _ . ( t ) t h e h a z a r d r a t e f u n c t i o n f o r j = l , 2 , 3 , . . . , n , t h e n t h e s e r i a l -
s y s t e m r e l i a b i l i t y f u n c t i o n h a s t h e form 
n 
R ( t ) = "fl R . ( t ) 
3=1 1 
B u t , i t f o l l o w s from E q u a t i o n ( 2 - 9 ) t h a t R_ . ( t ) c a n be w r i t t e n a s 
t 
- / h . ( x ) d x 
RAt) = e o 3 
Hence 
R ( t ) = e ( 2 - 1 1 ) 
t 
where H . ( t ) = / h . ( x ) d x ; f o r j = l , 2 , . . . , n . 
3 o 3 
E q u a t i o n ( 2 - 1 1 ) p o i n t s o u t t h e f a c t t h a t t h e s y s t e m h a z a r d r a t e i s t h e 
sum o f t h e u n i t h a z a r d r a t e s a s s o c i a t e d w i t h ( 0 , t ) u n d e r t h e a s s u m p t i o n 
o f i n d e p e n d e n c e o f u n i t f a i l u r e , and t h a t t h i s r e l a t i o n s h i p h o l d s 
r e g a r d l e s s o f t h e form o f t h e u n i t f a i l u r e d i s t r i b u t i o n s . 
T h u s , k n o w l e d g e o f t h e h a z a r d r a t e s o f c o n s t i t u e n t u n i t s i s o f t e n 
u s e f u l i n t h e p r e d i c t i o n o f a s y s t e m r e l i a b i l i t y . S i n c e t h e s y s t e m 
H . ( t ) 
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h a z a r d r a t e i s t h e sum o f u n i t h a z a r d r a t e s f o r any f o rm o f u n i t r e l i ­
a b i l i t y f u n c t i o n , i t i s l o g i c a l t o add u n i t h a z a r d r a t e s and use i t as 
an a p p r o x i m a t i o n o f t h e sys tem h a z a r d r a t e i n a g i v e n p r e d i c t i o n , 
assum ing t h e i n d e p e n d e n c e o f each u n i t f a i l u r e . 
E x p o n e n t i a l D i s t r i b u t i o n as a F a i l u r e 
Law o f Complex Systems 
The u s u a l p r a c t i c e i n r e l i a b i l i t y a n a l y s e s on any equ ipment o r 
sys tem i s f i r s t t o assume an a p p r o p r i a t e f a i l u r e d i s t r i b u t i o n w h i c h 
w i l l d e s c r i b e m a t h e m a t i c a l l y t h e l e n g t h o f l i f e o f a sys tem unde r c o n ­
s i d e r a t i o n . The modes o f p o s s i b l e f a i l u r e f o r t h e s y s t e m w i l l a l s o 
s i g n i f i c a n t l y a f f e c t t h e a n a l y t i c f o rm o f t h e f a i l u r e d i s t r i b u t i o n . 
A l t h o u g h t h e r e i s no c l e a r d i s t i n c t i o n be tween t h e s e modes o f 
f a i l u r e i n p r a c t i c e , t h r e e dominan t modes o f f a i l u r e f o r a g i v e n 
sys tem a r e g e n e r a l l y r e c o g n i z e d t h r o u g h o u t t h e sys tem l i f e c y c l e . 
They a r e c a l l e d " e a r l y f a i l u r e , " " c h a n c e f a i l u r e , " and " w e a r - o u t 
f a i l u r e . " F i g u r e 2 f r o m M o s k o w i t z shows a t y p i c a l f a i l u r e r a t e o f a 
4 
n e w l y - d e v e l o p e d sys tem e x p r e s s e d as a f u n c t i o n o f t i m e . 
When a n e w l y - d e v e l o p e d sys tem i s f i r s t p l a c e d i n t o o p e r a t i o n , 
t h e sys tem may i n i t i a l l y e x h i b i t a r e l a t i v e l y h i g h f a i l u r e r a t e i f 
i t c o n t a i n s some d e s i g n d e f e c t s o r p o o r wo rkmansh ip . As t h e s e d e f e c ­
t i v e s o r weak u n i t s f a i l one by o n e , and a r e r e p l a c e d w i t h new o n e s , 
t h e f a i l u r e r a t e w i l l d e c r e a s e r a p i d l y d u r i n g t h e s o - c a l l e d " d e b u g g i n g " 
F r e d M o s k o w i t z , " T h e S t a t i s t i c a l A n a l y s i s o f Redundant S y s t e m s , " 
IRE International Convention Record, P a r t 6 ( M a r c h , 1 9 6 0 ) , p p . 7 8 - 8 9 . 
E a r l y F a i l u r e 
Debugg ing 
P e r i o d 
Chance F a i l u r e 
U s e f u l L i f e P e r i o d 
W e a r - o u t F a i l u r e 
Wear -Ou t 
P e r i o d 
Time 
F i g u r e 2 . T y p i c a l F a i l u r e R a t e o f N e w l y - D e v e l o p e d Sys tems . 
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p e r i o d , and g r a d u a l l y s t a b i l i z e t o an a p p r o x i m a t e l y c o n s t a n t l e v e l . 
D u r i n g t h i s c o n s t a n t f a i l u r e r a t e p e r i o d t h e sys tem i s e x p e c t e d t o 
o p e r a t e t o t h e f u l l e x t e n t f o r i t s i n t e n d e d p u r p o s e . T h i s p e r i o d o f 
t h e s y s t e m l i f e c y c l e i s o f t e n c a l l e d u s e f u l l i f e p e r i o d . As t h e 
sys tem a p p r o a c h e s t o t h e end o f i t s u s e f u l l i f e c y c l e , f a i l u r e r a t e 
b e g i n s t o r i s e b e c a u s e o f g r a d u a l d e t e r i o r a t i o n and w e a r - o u t o f i t s 
component . 
I n most c a s e s , e a r l y f a i l u r e o f t h e sys tem r e s u l t s f r om imp rope r 
d e s i g n , p o o r m a n u f a c t u r i n g and q u a l i t y c o n t r o l t e c h n i q u e s d u r i n g t h e 
d e s i g n and p r o d u c t i o n p r o c e s s e s , and even i m p r o p e r use ( e n v i r o n m e n t a l ) 
c o n d i t i o n s . These f a i l u r e s can be e l i m i n a t e d by e m p l o y i n g a p r o p e r 
d e b u g g i n g t e c h n i q u e i n w h i c h t h e sys tem i s p l a c e d i n o p e r a t i o n f o r a 
number o f h o u r s unde r s p e c i f i e d c o n d i t i o n s s i m u l a t i n g t h e a c t u a l use 
e n v i r o n m e n t s , and any d e f e c t f o u n d i s r e p l a c e d by good components o r 
c o r r e c t e d b e f o r e i t i s r e l e a s e d f o r a c t u a l s e r v i c e . 
On t h e o t h e r h a n d , w e a r - o u t f a i l u r e s a r e c a u s e d by d e t e r i o r a ­
t i o n o f components due t o a g i n g . These f a i l u r e s o f t e n o c c u r i n a 
sys tem where m a i n t e n a n c e i s n o t p e r f o r m e d p r o p e r l y o r m a i n t e n a n c e i s 
n o t p o s s i b l e a t a l l , s u c h as t h e c a s e o f t h e o n e - s h o t s y s t e m . No 
m a t t e r how r e l i a b l y t h e sys tem i s b u i l t i n i t i a l l y , t h e sys tem w i l l 
b e g i n t o d e t e r i o r a t e soon o r l a t e r u n l e s s i t i s p r o p e r l y m a i n t a i n e d . 
W e a r - o u t f a i l u r e i n most c a s e s can be p r e v e n t e d t h r o u g h p r o p e r methods 
o f component p r e v e n t i v e m a i n t e n a n c e o r r e p l a c e m e n t s o t h a t components 
do no t g e t a chance t o f a i l b e c a u s e o f w e a r - o u t and d e t e r i o r a t i o n . 
Chance f a i l u r e , somet imes c a l l e d c a t a s t r o p h i c f a i l u r e , s t i l l 
o c c u r s a t random w i t h i n t h e u s e f u l l i f e p e r i o d o f a sys tem l i f e c y c l e 
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even t h o u g h a l l e f f o r t s have been made t o e l i m i n a t e d e s i g n d e f e c t s and 
weak c o m p o n e n t s , and b e f o r e w e a r - o u t becomes p r e d o m i n a n t . These 
f a i l u r e s a re c h a r a c t e r i z e d by a sudden breakdown o f t h e s y s t e m , w i t h o u t 
p r e c e d i n g n o t i c e a b l e d e t e r i o r a t i o n symptoms, c a u s e d by i n s t a n t s t r e s s 
a c c u m u l a t i o n s beyond t h e d e s i g n s t r e n g t h o f t h e s y s t e m . . 
When a sys tem i s p l a c e d i n t o o p e r a t i o n unde r a c t u a l e n v i r o n ­
m e n t a l c o n d i t i o n s i n w h i c h s t r e s s a c c u m u l a t i o n s t h a t may c a u s e com­
ponen t f a i l u r e s o c c u r a t e s s e n t i a l l y random, t h e n t he component f a i l u r e s 
t h e m s e l v e s a l s o w i l l o c c u r a t random. As l o n g as t h e sys tem i s p r o p e r l y 
m a i n t a i n e d by r e p l a c i n g f a i l e d components w i t h new o n e s , a p p r o x i m a t e l y 
t h e same number o f f a i l u r e s w i l l o c c u r i n p e r i o d s o f e q u a l l e n g t h . 
The e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n i s w i d e l y u s e d i n r e l i a b i l i t y 
s t u d i e s on comp lex s y s t e m s . T h i s d i s t r i b u t i o n i s a d i r e c t consequence 
o f t h e a s s u m p t i o n s t h a t t h e p r o b a b i l i t y o f sys tem f a i l u r e i n a g i v e n 
t i m e i n t e r v a l i s d i r e c t l y p r o p o r t i o n a l t o t h e l e n g t h o f t h e i n t e r v a l , 
and i s i n d e p e n d e n t o f t h e age o r p a s t h i s t o r y o f t h e s y s t e m . The 
e x p o n e n t i a l d e n s i t y f u n c t i o n o f t i m e t o f a i l u r e f r om t h i s a s s u m p t i o n 
has t h e f o rm 
f ( t ) = X e ~ X t 
The f a i l u r e r a t e i s e q u a l t o X , and i s i n v e r s e l y p r o p o r t i o n a l t o mean 
t i m e t o f a i l u r e . 
The p r o p e r t y o f e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n i m p l i e s two s i g n i f i c a n t 
f a i l u r e c h a r a c t e r i s t i c s ; f i r s t , i n d i v i d u a l f a i l u r e s o c c u r a t r andom, and 
s e c o n d l y , t h e f a i l u r e r a t e i s c o n s t a n t , w h i c h i n t u r n i m p l i e s t h a t 
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w e a r - o u t o r d e t e r i o r a t i o n i s n o t a f a i l u r e c a u s e i n a g i v e n s y s t e m . 
I t c a n be p r o v e d t h a t i f t h e l i f e l e n g t h t o f a sys tem has t h e e x p o n e n ­
t i a l d i s t r i b u t i o n , t h e n p a s t use h i s t o r y o f t h e sys tem does n o t a f f e c t 
5 
i t s f u t u r e l i f e l e n g t h o f t h e s y s t e m . I n o t h e r w o r d s , i f a sys tem 
has n o t f a i l e d up t o a t ime t , t h e p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n o f i t s 
f u t u r e l i f e l e n g t h t - t i s t h e same as i f t h e sys tem were new and had 
j u s t been p l a c e d i n t o s e r v i c e a t t i m e t . The o n l y d i s t r i b u t i o n 
s a t i s f y i n g t h i s c o n d i t i o n i s t h e e x p o n e n t i a l , and f o r t h i s r e a s o n , t h e 
e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n i s o f t e n c a l l e d t h e d i s t r i b u t i o n w i t h c o m p l e t e 
l a c k o f memory. 
A number o f m a t h e m a t i c a l a rguments s u p p o r t e d by some e m p i r i c a l 
e v i d e n c e have a p p e a r e d t o s u p p o r t t h e adequacy o f t h e e x p o n e n t i a l 
d i s t r i b u t i o n as a f a i l u r e d i s t r i b u t i o n f o r a comp lex s y s t e m . The use 
o f e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n as a f a i l u r e l a w o f a comp lex equ ipment 
7 8 
c a n be t r a c e d back t o t h e e a r l i e s t work o f K h i n t c h i n e and C . P a l m , 
i n w h i c h t h e y have j u s t i f i e d t h e e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n as an i n p u t 
d i s t r i b u t i o n o f t i m e be tween mach ine breakdown i n t h e a u t o m a t i c 
mach ine m a i n t e n a n c e p r o b l e m . 
W i l l i a m F e l l e r , An Introduction to Probability Theory and its 
Applications (New Y o r k : J o h n W i l e y £ S o n s , I n c . , 1 9 5 3 ) , p . 4 1 3 . 
6Ibid.> p . 4 1 2 . 
7 
A . Y a . K h i n t c h i n e , " M a t h e m a t i s c h e s Uber d i e E r w a r t u n g von e i n e n 
O f f e n t l i c h e r S c h a l t e r , 1 1 Matem. Sbornik ( 1 9 3 2 ) . 
g 
Docen t C . P a l m , " A r b e t s k r a f t e n s F o r d e l n i n g v i d b e t j a n i n g av 
a u t o m a t s k i n e r , " Industritidningen Norden, V o l . 75 ( 1 9 4 7 ) , p p . 7 5 - 8 0 , 
9 0 - 9 4 . 
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D a v i s has s t u d i e d t h e f a i l u r e d a t a f o r a w i d e v a r i e t y o f e l e c ­
t r o n i c c o m p o n e n t s , and n o t e d t h a t t h e r e s u l t s o f s e v e r a l g o o d n e s s - o f - f i t 
t e s t s f o r v a r i o u s c o m p e t i n g f a i l u r e d i s t r i b u t i o n s t e n d t o s u b s t a n t i a t e 
9 
t h e h y p o t h e s i s o f t h e e x p o n e n t i a l f a i l u r e d i s t r i b u t i o n . F o r t h i s 
r e a s o n , many r e f e r e n c e s have been made t o t h e D a v i d p a p e r t o s u p p o r t 
t h e a s s u m p t i o n o f t h e e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n i n t h e r e l i a b i l i t y w o r k . 
E p s t e i n and S o b e l a r e g e n e r a l l y c r e d i t e d w i t h t h o r o u g h e x p l o r a ­
t i o n o f t h e f a m i l y o f e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n s f o r use i n t h e l i f e 
t e s t i n g r e s e a r c h . T h e i r i m p o r t a n t s t u d i e s i n t h e f i e l d o f l i f e t e s t i n g 
have advanced t h e w i d e s p r e a d a s s u m p t i o n o f e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n i n 
t h e r e l i a b i l i t y w o r k . " ^ 
I t i s a l s o n o t e w o r t h y t h a t many t e s t p rograms p r e s c r i b e d by t h e 
Depar tment o f D e f e n s e f o r c o n t r a c t o r s a r e b a s e d on t h e a s s u m p t i o n o f 
e x p o n e n t i a l f a i l u r e d i s t r i b u t i o n . " ^ 
E x c e p t f o r a complex sys tem c o n t a i n i n g a l a r g e number o f com­
p o n e n t s w i t h component r e n e w a l p o l i c y , many o t h e r f a i l u r e d i s t r i b u t i o n s 
have been p r o p o s e d on t h e b a s i s o f e m p i r i c a l s t u d i e s and m a t h e m a t i c a l 
c o n v e n i e n c e f o r d i f f e r e n t a p p l i c a t i o n s . T y p i c a l f a i l u r e d i s t r i b u t i o n s 
a r e t h e W e i b u l l , t h e n o r m a l , and t h e l o g n o r m a l . A l l o f t h e s e f a i l u r e 
3 D . J . D a v i d , " A n a l y s i s o f Some F a i l u r e D a t a , " Journal of the 
American Statistical Association, V o l . 4 7 , N o . 258 ( 1 9 5 2 ) , p p . 1 1 3 -
1 5 0 . 
1 0 B . E p s t e i n , and M. S o b e l , " L i f e T e s t i n g , " Journal of the Ameri­
can Statistical Association, V o l . 4 8 , N o . 263 ( 1 9 5 3 ) , p p . 4 8 6 - 5 0 2 . 
"'""'"See, f o r e x a m p l e , Depar tment o f D e f e n s e Handbook H 1 0 8 , 
" S a m p l i n g P r o c e d u r e s and T a b l e s f o r L i f e and R e l i a b i l i t y T e s t i n g , " 
A p r i l 2 9 , 1960 . 
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d i s t r i b u t i o n s , e x c e p t t h e l o g - n o r m a l w h o s e h a z a r d r a t e i n c r e a s e s a t 
f i r s t and t h e n d e c r e a s e s e v e n t u a l l y , h a v e i n common i n c r e a s i n g f a i l u r e 
r a t e s f o r some p a r a m e t e r v a l u e s . T h u s , t h i s i n c r e a s i n g h a z a r d r a t e 
may f r e q u e n t l y r e p r e s e n t t h e r e a l i t y o f t h e u n d e r l y i n g f a i l u r e m e c h a ­
n i s m o f t h e s y s t e m . S i n c e t h e h a z a r d r a t e d e c r e a s e s w i t h t i m e i n t h e 
l o g n o r m a l , t h i s d i s t r i b u t i o n h a s f o u n d more a p p l i c a t i o n s a s a r e p a i r 
12 
t i m e d i s t r i b u t i o n r a t h e r t h a n a f a i l u r e d i s t r i b u t i o n . 
One o f t h e b a s i c r e a s o n s f o r a w i d e s p r e a d u s e o f t h e e x p o n e n t i a l 
d i s t r i b u t i o n i n t h e r e l i a b i l i t y s t u d i e s l i e s i n t h e f a c t t h a t i t l e n d s 
i t s e l f a s i m p l e a d d i t i o n o f f a i l u r e r a t e s i n o b t a i n i n g t h e f a i l u r e r a t e 
o f a c o m p l e x s y s t e m , and t h u s e n a b l e s a d a t a c o m p i l a t i o n i n much s i m p l e r 
form t h a n any o t h e r f a i l u r e d i s t r i b u t i o n . In f a c t , one a u t h o r h a s s u g -
1 3 
g e s t e d u s i n g t h e e x p o n e n t i a l a s t h e t o u c h s t o n e o f r e l i a b i l i t y . 
H o w e v e r , a s Z e l e n and D a n n e m i l l e r p o i n t e d o u t , t h e a s s u m p t i o n o f 
an e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n may l e a d t o s e r i o u s e r r o r s i f t h e u n d e r l y i n g 
14 
f a i l u r e d i s t r i b u t i o n i s t h e W e i b u l l d i s t r i b u t i o n . B i r n f a u m and S a u n ­
d e r s h a v e p r e s e n t e d a s t a t i s t i c a l m o d e l f o r l i f e l e n g t h s o f s t r u c t u r e s 
u n d e r d y n a m i c l o a d i n w h i c h t h e y make i t p o s s i b l e t o e x p r e s s t h e p r o b ­
a b i l i t y d i s t r i b u t i o n o f l i f e l e n g t h i n t e r m s o f t h e l o a d g i v e n a s a 
12 
A. W. G r e e n , and R. C. H o r n e , " M a i n t a i n a b i l i t y o f S h i p b o a r d 
E l e c t r o n i c S y s t e m s , " ARINC Research Corporation Publication, N o . 1 1 8 -
4 - 2 2 8 , W a s h i n g t o n , D. C. 
1 3 
C. M. R y e r s o n , " R e l i a b i l i t y T e s t i n g T h e o r y B a s e d on t h e P o i s -
s o n D i s t r i b u t i o n , " Proceedings of the Fourth National Symposium on 
Reliability and Quality Control ( 1 9 5 8 ) , p p . 3 - 1 8 . 
14 
M. Z e l e n , and M. C. D a n n e m i l l e r , "The R o b u s t n e s s o f L i f e T e s t ­
i n g P r o c e d u r e s D e r i v e d from t h e E x p o n e n t i a l D i s t r i b u t i o n , " Technometrics, 
V o l . 3 , N o . 1 , p p . 2 9 - 4 9 . 
53 
f u n c t i o n o f t i m e and o f d e t e r i o r a t i o n o c c u r r i n g i n t i m e i n d e p e n d e n t l y 
o f l o a d i n g . For t h e s p e c i a l c a s e o f a c o n s t a n t l o a d o r o f p e r i o d i c 
l o a d i n g w i t h c o n s t a n t a m p l i t u d e , t h e y s u g g e s t i n c e r t a i n s i t u a t i o n s t h e 
15 
gamma d i s t r i b u t i o n a s an a d e q u a t e d i s t r i b u t i o n f o r l i f e l e n g t h . 
G e n e r a l A s s u m p t i o n s 
The f o r e g o i n g d i s c u s s i o n h a s e s t a b l i s h e d t h e n a t u r e o f t h e r e l i ­
a b i l i t y a l l o c a t i o n p r o b l e m , and a l s o p o i n t e d o u t t h e f a c t o r s w h i c h 
s h o u l d b e c o n s i d e r e d i n t h e a l l o c a t i o n p r o c e s s . The r e l i a b i l i t y a l l o ­
c a t i o n o f a l a r g e - s c a l e s y s t e m i n v o l v e s numerous c o m p l i c a t e d p r o b l e m s 
w h i c h a r e u s u a l l y i n t e r r e l a t e d . The c o m p l e x i t y o f t h e a l l o c a t i o n 
p r o b l e m v a r i e s t o t h e l a r g e e x t e n t w i t h t h e s p e c i f i e d m i s s i o n r e q u i r e ­
m e n t s o f t h e s y s t e m , a v a i l a b l e k n o w l e d g e o f i t s f e a s i b i l i t y and i n h e r e n t 
l i m i t a t i o n s , and s p e c i f i c e x p e r i e n c e g a i n e d f rom t h e c o m p a r a b l e s y s t e m s 
p r e v i o u s l y d e v e l o p e d . 
The m e a s u r e s a v a i l a b l e t o a c h i e v e v e r y h i g h r e l i a b i l i t y may c o n ­
f l i c t w i t h o t h e r d e s i r a b l e s y s t e m c h a r a c t e r i s t i c s s u c h a s h i g h p e r ­
f o r m a n c e , r e d u c e d w e i g h t , and l o w d e v e l o p m e n t c o s t . I t i s t h e r e f o r e 
a p p a r e n t t h a t a r e a s o n a b l e a l l o c a t i o n mode l must r e c o g n i z e t h e s e i n t e r ­
a c t i o n s among v a r i o u s f a c t o r s , and n e c e s s a r i l y r e f l e c t t h e c o m b i n e d 
e f f e c t s o f t h e s e f a c t o r s i n t h e a l l o c a t i o n p r o c e s s . 
B e c a u s e o f t h e c o m p l e x i t y i n v o l v e d i n b u i l d i n g s u c h a: r e a l i s t i c 
m o d e l , t h e s y s t e m r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n i s c a r r i e d o u t i n t h i s s t u d y 
t h r o u g h t w o d i s t i n c t m e t h o d s . The f i r s t m e t h o d c a l l e d t h e " f u n c t i o n a l 
a l l o c a t i o n " m e t h o d d e t e r m i n e s t h e p r e l i m i n a r y a p p o r t i o n m e n t o f r e l i a ­
b i l i t y r e q u i r e m e n t s a t t h e f i r s t p r i m a r y l e v e l o f b r e a k d o w n o f a s y s t e m 
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( e . g . , ma jo r f u n c t i o n a l equ ipment g roups) c o n s i s t e n t w i t h t h e r e q u i r e ­
ment o f t h e o v e r a l l sys tem r e l i a b i l i t y . The s e c o n d m e t h o d , c a l l e d 
" d e t a i l e d a l l o c a t i o n " m e t h o d , a c c o m p l i s h e s t h e d e t a i l e d , s u p p l e m e n t a r y 
a l l o c a t i o n s w i t h i n t h e f u n c t i o n a l equ ipment g roups i n c l u d i n g t h e use 
o f r e d u n d a n c y , and w i l l be d i s c u s s e d i n t h e f o l l o w i n g c h a p t e r . 
F i g u r e 3 d i s p l a y s t h e b l o c k d i a g r a m s h o w i n g t h e p r i m a r y and 
s e c o n d a r y l e v e l s o f b reakdown o f a sys tem c o n f i g u r a t i o n . R e l i a b i l i t y 
a l l o c a t i o n s among t h e p r i m a r y l e v e l ( f u n c t i o n a l equ ipment g r o u p s ) o f 
b reakdown o f a s y s t e m can be a c c o m p l i s h e d by t h e use o f t h e f u n c t i o n a l 
a l l o c a t i o n me thod . The d e t a i l e d a l l o c a t i o n s o f a sys tem r e l i a b i l i t y 
r e q u i r e m e n t s among t h e v a r i o u s u n i t s i n c l u d i n g r e d u n d a n c y w i t h i n t h e 
f u n c t i o n a l equ ipment g r o u p s a r e made t h r o u g h t h e d e t a i l e d a l l o c a t i o n 
me thod . 
The p r e l i m i n a r y a l l o c a t i o n o f sys tem r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s 
a t t h e f i r s t l e v e l o f f u n c t i o n a l c o n f i g u r a t i o n s o f t h e s y s t e m i s 
n e c e s s a r y b e c a u s e each o f t h e ma jo r f u n c t i o n a l equ ipmen t g r o u p s i s 
o f t e n p r o d u c e d by a s e p a r a t e c o n t r a c t o r , and f r e q u e n t l y t h e p r o s p e c t i v e 
u s e r , s u c h as t h e Armed F o r c e s f o r t h e weapons s y s t e m , d e s i r e s t o 
s p e c i f y a n u m e r i c a l r e q u i r e m e n t i n t o e a c h c o n t r a c t i n o r d e r t o e n s u r e 
t h a t t h e e n t i r e s y s t e m , when a s s e m b l e d , w o u l d meet t h e o v e r a l l s y s t e m 
r e q u i r e m e n t . T h i s w o u l d be t h e s i t u a t i o n , f o r e x a m p l e , i n t h e c a s e o f 
a m i s s i l e s y s t e m . The e n t i r e m i s s i l e sys tem must s a t i s f y a c e r t a i n 
r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t w h i c h s h o u l d t h e n be a p p o r t i o n e d i n t o r e q u i r e ­
ments f o r t h e p r o p u l s i o n c o n t r a c t o r , r e q u i r e m e n t s f o r t h e f l i g h t c o n ­
t r o l c o n t r a c t o r , e t c . A s t i l l f u r t h e r b reakdown o f t h e s e ma jo r s u b ­
sys tems i n t o ma jo r u n i t s and components m igh t be made whenever n e c e s s a r y , 
P r i m a r y L e v e l ( F u n c t i o n a l Equ ipment G r o u p s ) o f Breakdown o f a System 
2 3 —. - . > 4 > 
F u n c t i o n a l 
Equ ipment 
Seconda ry L e v e l ( S u b s y s t e m s , U n i t s ) o f Breakdown o f a System 
U n i t 
U 
F i g u r e 3. B l o c k D iag ram Showing t h e P r i m a r y and S e c o n d a r y 
L e v e l s o f Breakdown o f a System C o n f i g u r a t i o n 
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and u n i t r e q u i r e m e n t s c o u l d be e s t a b l i s h e d . 
I n t h e f u n c t i o n a l a l l o c a t i o n , t h e sys tem w h i c h i n c l u d e s r e d u n d a n c y 
i s n o t c o n s i d e r e d b e c a u s e o f t h e c o n s i d e r a t i o n t h a t p r e l i m i n a r y sys tem 
d e s i g n i n t h e e a r l y phases o f sys tem deve lopment p r i m a r i l y d e t e r m i n e s 
t h e t y p e and minimum s e t o f t h e f u n c t i o n a l equ ipment r e q u i r e d t o p e r f o r m 
t h e i n t e n d e d s y s t e m f u n c t i o n s , and t h u s , t h e use o f r e d u n d a n c y i s n o t a 
s t a n d a r d d e s i g n p r a c t i c e a t t h i s s t a g e o f sys tem d e s i g n . , s i n c e t h e 
r e d u n d a n c y t e c h n i q u e s c a n be more e f f e c t i v e l y employed as a means o f 
a c h i e v i n g a l l o c a t e d r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s a f t e r t h e p r e l i m i n a r y 
a l l o c a t i o n s a r e made and any d e f i c i e n c y a r e a i s p i n p o i n t e d t h r o u g h t h e 
f e a s i b i l i t y s t u d y . 
The c o n c e p t u a l a p p r o a c h employed i n t h e f u n c t i o n a l a l l o c a t i o n 
method i s t h a t t h e m u l t i - s t a g e sys tem i s f i r s t d i v i d e d i n t o two o r 
more f u n c t i o n a l equ ipment g roups w h i c h can f a i l i n d e p e n d e n t l y , and t h e n 
t h e s p e c i f i e d sys tem r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t o r e q u i v a l e n t a l l o w a b l e 
f a i l u r e r a t e i s t o be a p p o r t i o n e d among t h o s e f u n c t i o n a l equ ipment g r o u p s 
by t h e use o f t h e a l l o c a t i o n i n d e x . 
The a l l o c a t i o n i n d e x u s e d i n t h i s method r e p r e s e n t s a n u m e r i c a l 
measure w h i c h q u a n t i t a t i v e l y c h a r a c t e r i z e s t h o s e f a c t o r s w h i c h s i g n i f i ­
c a n t l y i n f l u e n c e u n i t r e l i a b i l i t y . The a l l o c a t i o n i n d e x w h i c h w i l l be 
d i s c u s s e d i n d e t a i l i n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n i s u s e d i n t h e a l l o c a t i o n 
method as t h e b e s t e n g i n e e r i n g a p p r o x i m a t i o n o f r e l a t i v e r e l i a b i l i t y 
o f t h e a l l o c a t i o n u n i t w i t h i n a s y s t e m . 
The s p e c i f i c a s s u m p t i o n s made i n t h e a l l o c a t i o n p r o c e s s a r e as 
f o l l o w s : 
A . S y s t e m ' s r e l i a b i l i t y s t r u c t u r e : The sys tem unde r c o n s i d e r a -
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t i o n s i s t s o f n f u n c t i o n a l equ ipment g r o u p s c o n n e c t e d i n s e r i e s so t h a t 
f a i l u r e o f any o f t h e f u n c t i o n a l equ ipment i n t h e sys tem w i l l ( 1 ) r e s u l t 
i n an e n t i r e sys tem f a i l u r e , o r (2 ) n o t n e c e s s a r i l y r e s u l t i n an e n t i r e 
sys tem f a i l u r e , i . e . , t h e f a i l u r e o f a p a r t i c u l a r equ ipment w i l l n o t 
l e a d t o t h e f a i l u r e o f an e n t i r e s y s t e m . 
B. I ndependence o f t h e f a i l u r e p r o b a b i l i t i e s o f t h e f u n c t i o n a l 
e q u i p m e n t : The f u n c t i o n a l equ ipment g roups w i t h i n a g i v e n sys tem a r e 
so c h o s e n t h a t t h e f a i l u r e p r o b a b i l i t y o f each f u n c t i o n a l equ ipment i s 
i n d e p e n d e n t o f a l l o t h e r f u n c t i o n a l e q u i p m e n t . 
The above a s s u m p t i o n s w i l l s i m p l i f y a m a t h e m a t i c a l mode l w h i c h 
d e s c r i b e s t h e r e l a t i o n s h i p be tween t h e f u n c t i o n a l equ ipment and t h e 
s y s t e m r e l i a b i l i t y , and w i l l a l l o w t o use t h e p r o d u c t f o r m u l a f o r a 
sys tem r e l i a b i l i t y f u n c t i o n upon w h i c h t h e a l l o c a t i o n method i s b a s e d . 
W i t h r e g a r d t o t h e f i r s t a s s u m p t i o n , one example o f t h e s e r i a l 
s y s t e m i s t h a t o f a complex m i s s i l e c o n s i s t i n g o f s e v e r a l s t a g e s . I n 
t h i s m i s s i l e s y s t e m , t h e r e a r e g r o u p s o f f u n c t i o n a l e q u i p m e n t , s u b ­
sys tems and u n i t s , some o f w h i c h o p e r a t e s i m u l t a n e o u s l y w h i l e o t h e r s 
o p e r a t e s e q u e n t i a l l y , and a l l o f w h i c h must f u n c t i o n s a t i s f a c t o r i l y 
b e f o r e t h e i n t e n d e d sys tem m i s s i o n can be s u c c e s s f u l l y a c c o m p l i s h e d . 
Thus t h e f i r s t s t a g e must o p e r a t e s a t i s f a c t o r i l y , f o l l o w e d by s u c c e s s ­
f u l s t a g e s e p a r a t i o n and t h e n by s u c c e s s f u l i g n i t i o n and f i r i n g o f t h e 
s e c o n d s t a g e e n g i n e , e t c . Howeve r , t h e f i r s t s t a g e i t s e l f i s a s e r i a l 
s y s t e m . I t c o n s i s t s o f s e v e r a l b o o s t e r e n g i n e s , g u i d a n c e , and c o n t r o l 
subsys tems so t h a t each o f t h e s e subsys tems must f u n c t i o n s i m u l t a n e o u s l y 
and s u c c e s s f u l l y f o r s t a g e s u c c e s s . F o r a l l p r a c t i c a l p u r p o s e s , i t i s 
p o s s i b l e t o g roup t h e ma jo r u n i t s o f a g i v e n sys tem i n t o a l i m i t e d 
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number o f t h e s e r i a l f u n c t i o n a l equ ipment g r o u p s , e a c h o f w h i c h i s v i t a l 
t o t h e s u c c e s s f u l sys tem o p e r a t i o n . 
On t h e o t h e r h a n d , i t i s somet imes u n l i k e l y t h a t a sys tem c o n ­
t a i n i n g a l a r g e number o f u n i t s w i l l f a i l e v e r y t i m e any one o f t h e 
u n i t s f a i l s . I t i s more l i k e l y t h a t t h e f a i l u r e o f one o r more u n i t s 
w i l l c a u s e some d e g r e e o f sys tem p e r f o r m a n c e d e g r a d a t i o n r a t h e r t h a n 
a c a t a s t r o p h i c sys tem f a i l u r e . T h i s a s s u m p t i o n i s p a r t i c u l a r l y v a l i d 
f o r t h e l o w e r l e v e l s o f b reakdown o f a sys tem c o n f i g u r a t i o n . In t h i s 
c o n n e c t i o n i t i s t o be n o t e d t h a t i t i s more common f o r u n i t s t o d r i f t 
ou t o f t o l e r a n c e t h a n i t i s f o r u n i t s t o f a i l c o m p l e t e l y i n a g i v e n 
s y s t e m . 
W h i l e t h e s e c o n d a s s u m p t i o n i s m a t h e m a t i c a l l y c o n v e n i e n t b e c a u s e 
t h e sys tem r e l i a b i l i t y can be e x p r e s s e d as a p r o d u c t o f i n d e p e n d e n t 
r e l i a b i l i t i e s o f t h e f u n c t i o n a l equ ipment r a t h e r t h a n as a p r o d u c t o f 
c o n d i t i o n a l p r o b a b i l i t i e s , t h i s a s s u m p t i o n i s s t i l l b e l i e v e d t o be 
v a l i d as f a r as t h e e a r l y d e s i g n - s t a g e r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n s among 
t h e m a j o r f u n c t i o n a l equ ipment a r e c o n c e r n e d . G e n e r a l l y , i f a g i v e n 
sys tem i s b r o k e n down i n t o a l i m i t e d number o f m a j o r f u n c t i o n a l e q u i p ­
ment g r o u p s , t h e n t h e s e f u n c t i o n a l equ ipment g r o u p s can be r e g a r d e d as 
b e i n g i n d e p e n d e n t w i t h r e g a r d t o t h e i r r e l i a b i l i t i e s . T h i s a s s u m p t i o n 
seems q u i t e r e a s o n a b l e a t t h e h i g h e r l e v e l s o f b reakdown o f a sys tem 
c o n f i g u r a t i o n because t h e f u n c t i o n a l equ ipment g roups a r e f r e q u e n t l y 
p r o d u c e d by t h e s e p a r a t e c o n t r a c t o r s , and t h e r e l i a b i l i t y numbers on 
w h i c h t h e a l l o c a t i o n method i s b a s e d i s e s t i m a t e d f rom s e p a r a t e ( i n d e ­
p e n d e n t ) f u n c t i o n a l equ ipment l i f e t e s t s . 
I f t h e f u n c t i o n a l equ ipment g r o u p s w i t h i n a sys tem i s known t o 
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be i n t e r d e p e n d e n t , t h e s e dependen t g roups may p o s s i b l y be g r o u p e d i n t o 
one a l l o c a t i o n g r o u p , mak ing t h e f a i l u r e p r o b a b i l i t y o f t h i s g roup 
i n d e p e n d e n t o f t h e s t a t e o f o t h e r g r o u p s . F o r i n s t a n c e , i f t h e f a i l u r e 
o f equ ipmen t i n F i g u r e 3 i s known t o be s t r o n g l y dependen t on t h e 
f a i l u r e o f equ ipment E ^ and i s n o t l i k e l y t o f a i l i f E ^ does n o t m a l ­
f u n c t i o n , t h e y can be g r o u p e d t o g e t h e r , and t h e s t a t e - o f - t h e - a r t o f 
t h i s g roup may t h e n be a d j u s t e d t o m i n i m i z e t h e e r r o r i n an a l l o c a t i o n 
p r o c e s s . T h i s a p p r o a c h i s b e l i e v e d t o be r e a s o n a b l e s i n c e t h e p r o b a ­
b i l i t y o f s u c c e s s f u l o p e r a t i o n o f equ ipment E^ i s dependen t on t h e 
s u c c e s s f u l o p e r a t i o n o f equ ipment E ^ , and t h i s p r o b a b i l i t y i s a l r e a d y 
c o n t a i n e d i n t h e a d j u s t e d p r o b a b i l i t y o f s u c c e s s f u l o p e r a t i o n o f t h e 
new g r o u p . 
G e n e r a l l y , t h e e f f e c t o f n o n c o n f o r m i t y t o t h e s e c o n d a s s u m p t i o n 
i n p r a c t i c e w i l l r e s u l t i n a l l o c a t i o n numbers w h i c h a r e h i g h e r t h a n a r e 
a c t u a l l y n e c e s s a r y f o r o b t a i n i n g t h e d e s i r e d l e v e l o f t h e sys tem r e l i -
16 
a b i l i t y r e q u i r e m e n t s . T h e r e f o r e , t h e sys tem d e s i g n e r s a re on t h e 
s a f e s i d e o f t h e e r r o r i n t r o d u c e d by f a i l u r e t o con fo rm t o t h e assump­
t i o n . I f a l l f u n c t i o n a l equ ipment w i l l o p e r a t e s a t i s f a c t o r i l y as 
r e q u i r e d by t h e a l l o c a t i o n , t h e o v e r a l l s ys tem r e l i a b i l i t y w i l l e x c e e d 
i t s a c t u a l r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t . 
F u n c t i o n a l A l l o c a t i o n M o d e l 
Unde r t h e b a s i c a s s u m p t i o n s made a b o v e , t h e r e l i a b i l i t y o f 
e v e r y comp lex s y s t e m can be e x p r e s s e d as t h e p r o d u c t o f t h e r e l i a b i l i -
16 
J o a n R. R o s e n b l a t t , "On P r e d i c t i o n o f System P e r f o r m a n c e f r o m 
I n f o r m a t i o n on Component P e r f o r m a n c e , " Proceedings of Western Joint 
Computer Conference ( F e b r u a r y , 1 9 5 7 ) , p p . 8 5 - 9 4 . 
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t i e s o f a l l t h o s e u n i t s on whose s a t i s f a c t o r y o p e r a t i o n t h e sys tem 
depends f o r i t s s u r v i v a l . F o r a sys tem composed o f n s e r i a l u n i t s i n 
w h i c h some u n i t w i l l o p e r a t e a l l t h e t i m e , w h i l e o t h e r s w i l l o p e r a t e 
o n l y f o r s h o r t t i m e i n t e r v a l o r o n l y f o r a few c y c l e s i n t e r m i t t e n t l y 
d u r i n g a g i v e n sys tem o p e r a t i n g t i m e t , t h e sys tem r e l i a b i l i t y f o r a 
sys tem m i s s i o n t i m e o f t h o u r s i s g i v e n by 
R ( t ) = R 1 ( t 1 ) • R 2 ( t 2 ) • • • R n ( t n ) =Tf R . ( t ) 
j =1 J J 
where R_.(t_.) i s t h e r e l i a b i l i t y o f t h e j t h u n i t w h i c h i s r e q u i r e d t o 
o p e r a t e t j h o u r s d u r i n g t s y s t e m o p e r a t i n g h o u r s . B u t , u s i n g t h e 
r e l a t i o n s h i p o b t a i n e d i n ( 2 - 1 1 ) , R ( t ) c a n be e x p r e s s e d i n te rms o f 
u n i t h a z a r d r a t e as 
n t . 
- I I 1 h . ( x . ) d x . 
i = l o 3 D D 
R ( t ) = e : X ° ( 2 - 1 2 ) 
where h . ( t . ) i s t h e h a z a r d r a t e f u n c t i o n o f t h e j t h u n i t a t t i m e t . . 
j J 3 
When t h e u n i t h a z a r d r a t e f u n c t i o n h_.(t_.) i s known t o be c o n ­
s t a n t f o r a g i v e n o p e r a t i n g t ime t , t h e s y s t e m ' s r e l i a b i l i t y f o r t h i s 
t i m e p e r i o d c a n be i m m e d i a t e l y o b t a i n e d f r o m E q u a t i o n ( 2 - 1 2 ) by s i m p l y 
summing t h e c o n s t a n t h a z a r d r a t e s . The o p e r a t i n g t i m e p e r i o d t f o r 
w h i c h t h e r e l i a b i l i t y o f t h e sys tem i s d e s i r e d may be o f any l e n g t h 
as l o n g as t h e h a z a r d r a t e must n o t change d u r i n g t h i s t i m e p e r i o d 
c o n t e m p l a t e d . 
F o r a g i v e n sys tem t h i s c o n s t a n t h a z a r d r a t e i m p l i e s t h a t a l l 
t h e e n g i n e e r i n g e f f o r t s have been made i n d e b u g g i n g and i n p r e v e n t i n g 
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w e a r - o u t and d e t e r i o r a t i o n , and c o n s e q u e n t l y t h e sys tem l i f e w i l l b e ­
have e x p o n e n t i a l l y w i t h r e g a r d t o i t s f a i l u r e u n d e r e s s e n t i a l l y t h e same 
e n v i r o n m e n t s , t h a t i s , t h e sys tem w i l l f a i l o n l y by chance f a i l u r e 
c a u s e d by sudden and u n p r e d i c t a b l e a c c u m u l a t i o n s o f v a r i o u s s t r e s s e s 
beyond t h e d e s i g n s t r e n g t h and a p p l i c a t i o n s t r e s s l e v e l o f t h e u n i t s 
and components w h i c h f o rm t h e s y s t e m . 
F o r t h o s e u n i t s whose h a z a r d r a t e s change w i t h t i m e , a r e a s o n ­
a b l e a p p r o a c h w o u l d be t o a v e r a g e t h e h a z a r d r a t e o v e r t h e u n i t o p e r a ­
t i n g p e r i o d t.. and t o r e p l a c e t h e h_.(x_.) i n E q u a t i o n ( 2 - 1 2 ) by t h i s 
ave rage h a z a r d r a t e , p r o v i d e d t h a t r o u t i n e p r e v e n t i v e m a i n t e n a n c e i s 
p r a c t i c e d i n t h e s y s t e m . The ave rage h a z a r d r a t e o v e r t h e o p e r a t i n g 
p e r i o d t.. may be o b t a i n e d by 
. - ~ ' f 3 h ( x . ) d x . ( 2 - 1 3 ) 
i t . ' 1 1 
A 
3 
T h r o u g h o u t t h e o p e r a t i n g p e r i o d ( 0 , t _ . ) , i f t h e e n v i r o n m e n t a l 
s t r e s s e s change f r om one l e v e l t o a n o t h e r so t h a t t h e j t h u n i t i n 
t h e sys tem w i l l e x h i b i t a n o n - c o n s t a n t f a i l u r e r a t e , bu t does show 
t 
an a p p r o x i m a t e l y c o n s t a n t f a i l u r e r a t e , say A., f o r t h e o p e r a t i n g t i m e 
» tt 
t . a t t h e f i r s t s t r e s s l e v e l and a n o t h e r f a i l u r e r a t e A . f o r t h e 
3 3 
o p e r a t i n g t i m e t^ a t t h e o t h e r s t r e s s l e v e l , t h e n t h e e q u i v a l e n t 
» tt 
a v e r a g e f a i l u r e r a t e f o r t h e e n t i r e o p e r a t i n g t ime t^ = t^ + t.. may 
be o b t a i n e d by 
t t ii ft 
A . t . + A . t . 
A . = - 3 1 3 2_ ( 2 - 1 4 ) 
3 j 
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Under t h e a s s u m p t i o n o f e x p o n e n t i a l f a i l u r e d i s t r i b u t i o n i n 
t i m e i n t e r v a l ( 0 , t _ . ) , h_.(x_.) i n E q u a t i o n ( 2 - 1 3 ) c a n be r e p l a c e d b y t h e 
e q u i v a l e n t a v e r a g e f a i l u r e r a t e X_. and t h e s y s t e m r e l i a b i l i t y f u n c t i o n 
R ( t ) can now b e w r i t t e n a s 
n 
- I x. t . 
R ( t ) = e 3 - 1 ( 2 - 1 5 ) 
G i v e n a r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t R ( t ) f o r t h e s y s t e m , t h e b a s i c c o n ­
s t r a i n t i n t h e a l l o c a t i o n p r o c e s s t h a t t h e a l l o c a t e d u n i t r e l i a b i l i t i e s , 
when r e c o m b i n e d , must y i e l d t h e o v e r a l l r e q u i r e m e n t g i v e s t h e f o l l o w i n g 
r e l a t i o n s h i p 
n 
R * ( t ) = e X t = e 3 = 1 3 3 ( 2 - 1 6 ) 
w h e r e 
ft 
X = a l l o w a b l e s y s t e m f a i l u r e r a t e 
x\ = a l l o c a t e d f a i l u r e r a t e f o r t h e j t h u n i t i n t h e s y s t e m 
One a p p r o a c h t o a l l o c a t i n g s y s t e m r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t t o t h e 
c o n s t i t u e n t u n i t s i s t o b a s e t h e a l l o c a t i o n on t h e a v a i l a b l e f a i l u r e 
d a t a o f e x i s t i n g e q u i p m e n t w h i c h i s c o m p a r a b l e i n f u n c t i o n , c o m p l e x i t y , 
and a p p l i c a t i o n . From t h e a v a i l a b l e r e l i a b i l i t y d a t a on t h e u n i t o f 
i n t e r e s t , t h e u n i t f a i l u r e i n d e x f o r e a c h c o n s t i t u e n t u n i t i n t h e 
s y s t e m i s o b t a i n e d i n c o n s i d e r a t i o n o f u n i t f a i l u r e r a t e s , d u t y c y c l e , 
a p p l i c a t i o n s t r e s s l e v e l , and e n v i r o n m e n t a l c o n d i t i o n s . A l l o c a t i o n o f 
a l l o w a b l e s y s t e m f a i l u r e r a t e i s t h e n made by u s i n g an a l l o c a t i o n i n d e x 
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t h e r a t i o o f u n i t f a i l u r e i n d e x t o t o t a l s y s t e m f a i l u r e i n d e x . T h u s , 
i f a g i v e n u n i t now c o n s t i t u t e s A p e r c e n t o f t h e t o t a l s y s t e m f a i l u r e 
i n d e x , i t i s r e a s o n e d t h a t t h e same u n i t s h o u l d n o t b e p e r m i t t e d t o 
e x c e e d A p e r c e n t o f t h e t o t a l s y s t e m f a i l u r e i n d e x u n d e r t h e new 
a l l o c a t i o n . 
F o l l o w i n g t h e l i n e o f t h e a b o v e a r g u m e n t s , a l l o c a t e d f a i l u r e 
r a t e f o r t h e j t h u n i t i s o b t a i n e d from t h e r e l a t i o n 
A. t . W. 
3
A
 1 = 2 = A. ( 2 - 1 7 ) 
3 = 1 3 
w h e r e 
W. = unit failure index of the jth unit 
3 
A. = allocation index of the jth unit, and T. A. = 1 . 0 , 
3 L 3 3 
which now leads to the relation 
A - V " . - A - t., - A 1 0 -A t 
0 ' V ^ N _ "A t _ 1 1 2 2 n n / 0 1 Q . R ( t ) = e = e • e . . . e ( 2 - 1 8 ) 
- A . A t - A 0 A t -A A t 1 2 n 
= e • e . . . e 
* n -
S i n c e R ( t ) = "ff R . ( t . ) , t h e a l l o c a t e d r e l i a b i l i t y f o r t h e j t h u n i t 
. j = 1 \ 3 
f o r t j o p e r a t i n g p e r i o d i s d e t e r m i n e d from 
-A.A*' ft A A. 
R.(t^) = e 3 = [ R ° ( t ) ] 3 ( 2 - 1 9 ) 
T h e n , t h e a l l o c a t e d f a i l u r e r a t e and mean t i m e t o f a i l u r e o f t h e j t h 
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u n i t a r e r e s p e c t i v e l y 
l o g R . ( t . ) 
X . = - p - — ^ — ( 2 - 2 0 ) 
3 t A 
t . 
J ( 2 - 2 1 ) 
3 l o g R j ( t j ) 
O r , u s i n g t h e r e l a t i o n i n ( 2 - 1 9 ) t h a t l o g R j ( " t j ) = A j l o S R g i v e s 
A l o g R ( t ) 
= _ - J ( 2 - 2 2 ) 
t . 
_ 1 
: A j l o g R * ( t ) ( 2 - 2 3 ) 
In d e t e r m i n i n g t h e s y s t e m ' s r e l i a b i l i t y w h i c h g i v e s t h e p r o b a ­
b i l i t y o f t h e sys tem b e i n g a b l e t o s u r v i v e f o r a g i v e n t i m e p e r i o d o f 
i n t e r e s t , one o r more u n i t s w i t h i n t h e sys tem m igh t somet imes f a i l 
w i t h o u t n e c e s s a r i l y c a u s i n g f a i l u r e o f who le s y s t e m . I n o t h e r w o r d s , 
one o r more u n i t f a i l u r e s f o r a g i v e n sys tem i s n o t a n e c e s s a r y and 
s u f f i c i e n t c o n d i t i o n f o r t h e o c c u r r e n c e o f t h e sys tem f a i l u r e . I f t h i s 
i s t h e c a s e i n a g i v e n s e r i a l s y s t e m , t h e f o l l o w i n g c o n d i t i o n a l p r o b a ­
b i l i t y t h a t t h e sys tem w i l l c o n t i n u e t o f u n c t i o n s a t i s f a c t o r i l y d e s p i t e 
t h e o c c u r r e n c e o f t h e p a r t i c u l a r u n i t f a i l u r e ( s ) i s d e f i n e d t o r e f l e c t 
t h e u n i t i m p o r t a n c e i n t h e sys tem f u n c t i o n . 
L e t E j be t h e p r o b a b i l i t y t h a t t h e s y s t e m c o n t i n u e s t o f u n c t i o n 
s a t i s f a c t o r i l y unde r t h e c o n d i t i o n t h a t j t h u n i t has f a i l e d , b u t t h a t 
a l l o t h e r u n i t s i n t h e sys tem a r e o p e r a b l e . T h e n , unde r t h i s m o d i f i e d 
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c o n d i t i o n , t h e p r o b a b i l i t y o f sys tem s u c c e s s i n t h e p r e s e n c e o f j t h 
u n i t f a i l u r e o v e r a t i m e p e r i o d o f t.. h o u r s w i l l be g i v e n by t h e sum 
o f t h e p r o b a b i l i t i e s o f f o l l o w i n g two m u t u a l l y e x c l u s i v e e v e n t s : 
(1 ) no f a i l u r e o f t h e j t h u n i t o c c u r s : R . ( t . ) 
(2 ) f a i l u r e o f t h e j t h u n i t o c c u r s b u t t h e r e i s no sys tem 
f a i l u r e : [1 - R . ( t . ) ] • E . 
H e n c e , t h i s p r o b a b i l i t y i s 
R j ^ j ) + CI " R - ( t j ) ] E . ( 2 - 2 4 ) 
T h e n , t h e r e l i a b i l i t y o f t h e sys tem o v e r t sys tem o p e r a t i n g h o u r s i s 
g i v e n by 
n 
R(t) = JT {Mt.) + [1 - R . ( t . ) ] • E } ( 2 - 2 5 ) 
assum ing t h a t t h e u n i t i n d e p e n d e n c e o f f a i l u r e a g a i n h o l d s as b e f o r e , 
and t h a t a l l E_. f a c t o r s f o r m u l t i p l e u n i t f a i l u r e s a r e m u l t i p l i c a t i v e 
( i . e . , t h e p r o b a b i l i t y o f t h e sys tem s u c c e s s g i v e n t h a t t h e j t h u n i t 
and K t h u n i t f a i l u r e s i s assumed t o be E . • E „ ) . 
G i v e n a sys tem r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t R ( t ) , t h e a l l o c a t i o n s 
among t h e u n i t s a r e a c c o m p l i s h e d t h r o u g h t h e use o f a l l o c a t i o n i n d e x 
as b e f o r e . Thus R . ( t . ) can be d e t e r m i n e d s o t h a t t h e r e l a t i o n e s t a b -
l i s h e d i n ( 2 - 1 9 ) a g a i n h o l d s i n t h e a l l o c a t i o n p r o c e s s . 
Hence 
R . ( t . ) + [1 - R . ( t . ) ] • E = [R ( t ) ] 3 ( 2 - 2 6 ) 
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A f t e r r e a r r a n g i n g t h e t e r m s , R . ( t . ) i s g i v e n b y 
A. 
l R ( t ) l 3 - E 
R . ( t . ) = i ( 2 - 2 7 ) 
3 3 1 - E . 
: 
- A . t . 
With t h e a p p r o x i m a t i o n R . ( t . ) = e ~ 1 - A . t . , where A . t . i s 
F 3 3 3 3 3 3 
s m a l l , t h e a p p r o x i m a t e d a l l o c a t e d f a i l u r e r a t e and mean t i m e t o f a i l u r e 
a r e r e s p e c t i v e l y 
A l o g R ( t ) 
X j = " ( l - E . ) t . ( 2 " 2 8 ) 
( 1 - E . ) t 
3
 A
 3 ( 2 - 2 9 ) 
Aj l o g R " ( t ) 
Here a p p r o x i m a t i o n i s c a r r i e d o u t t w i c e i n o p p o s i t e d i r e c t i o n s o t h a t 
e r r o r s c a n c e l i n p a r t . E q u a t i o n ( 2 - 2 7 ) i s t h e e q u i v a l e n t a l l o c a t i o n 
17 
E q u a t i o n ( 1 - 3 ) d e r i v e d i n t h e AGREE r e p o r t . D e t e r m i n a t i o n o f t h e E_. 
f a c t o r s i n a g i v e n s i t u a t i o n r e q u i r e s b o t h a g o o d k n o w l e d g e o f t h e u n i t 
c a p a b i l i t y , and o f t h e o p e r a t i o n a l r e q u i r e m e n t s o f t h e s y s t e m . C e r ­
t a i n l y , any r e a s o n a b l e e s t i m a t i o n o f t h e s e f a c t o r s d u r i n g t h e e a r l y 
f o r m a t i v e s t a g e o f a s y s t e m d e s i g n i s much d e p e n d e n t upon t h e s u b j e c t i v e 
a n a l y s i s o f t h e o p e r a t i o n a l r e q u i r e m e n t s f o r t h e p a r t i c u l a r u n i t w i t h i n 
18 
a s y s t e m . H o w e v e r , a f a i r l y r e l i a b l e i n f o r m a t i o n r e q u i r e d f o r t h e 
q u a n t i f i c a t i o n o f t h e E_. f a c t o r s f o r a g i v e n s y t e m may b e o b t a i n e d f r o m 
17 
AGREE R e p o r t , loc. c%t, 
18 
F o r a s u b j e c t i v e a n a l y s i s m e t h o d o f q u a n t i f y i n g j u d g e m e n t a l value 
s y s t e m , s e e C. W. Churchman, R. L. A c k o f f , and E . L. A r n o f f , Introduction 
to Operations Research ( N . Y . : J o h n W i l e y £ S o n s , I n c . , 1 9 5 7 ) , p p . 1 3 6 - 1 4 4 . 
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t h e e x i s t i n g d a t a o f f a i l u r e r e p o r t i n g p r o c e d u r e s c u r r e n t l y i n u s e a t 
t h e f i e l d w h i c h g i v e s t h e f r e q u e n c y o f u n i t f a i l u r e s , and i t s a f t e r ­
e f f e c t on t h e s y s t e m ' s p e r f o r m a n c e . I n q u a n t i f y i n g t h e E_. f a c t o r s i n 
a g i v e n s y s t e m , s u f f i c i e n t a t t e n t i o n s h o u l d be g i v e n t o s u c h f a c t o r s 
a s t h e p a r t i c u l a r s t r u c t u r e ( p h y s i c a l m a k e - u p ) o f t h e u n i t , s a f e t y o f 
t h e o p e r a t i n g p e r s o n n e l , and l o c a t i o n o f t h e u n i t w h i c h f a i l s s i n c e 
t h e s e f a c t o r s i n f l u e n c e t h e s u c c e s s f u l s y s t e m o p e r a t i o n s h o u l d t h e 
p a r t i c u l a r u n i t f a i l . 
D e t e r m i n a t i o n o f A l l o c a t i o n I n d e x 
A c r u c i a l p a r t o f t h e f u n c t i o n a l a l l o c a t i o n m e t h o d i s t o o b t a i n 
t h e a p p l i c a b l e f a i l u r e i n d e x f o r t h e a l l o c a t i o n u n i t s w i t h i n a s y s t e m . 
Such f a i l u r e i n d i c e s f o r t h e c o n s t i t u e n t u n i t s a r e n e c e s s a r y t o d e t e r ­
m i n e t h e a l l o c a t i o n i n d i c e s w h i c h s e r v e t o e s t a b l i s h t h e m e a n i n g f u l 
r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n s . The a l l o c a t i o n i n d e x f o r t h e u n i t i s d e f i n e d 
i n E q u a t i o n ( 2 - 1 7 ) . 
How t o o b t a i n r e l i a b l e d a t a r e q u i r e d t o c o m p u t e t h e a l l o c a t i o n 
i n d e x f o r t h e u n i t i s a s e r i o u s q u e s t i o n , and s o m e t i m e s a d i f f i c u l t 
p r o b l e m . The u n i t f a i l u r e i n d i c e s (w_.) r e p r e s e n t t h e m e a s u r e s o f r e l a ­
t i v e r e l i a b i l i t i e s o f t h e u n i t s t o w h i c h s y s t e m r e l i a b i l i t y r e q u i r e ­
m e n t s b e i n g a p p o r t i o n e d . The u n i t f a i l u r e i n d i c e s a r e d e t e r m i n e d i n 
c o n s i d e r a t i o n o f b a s e f a i l u r e r a t e s o f t h e u n i t s , a p p l i c a t i o n s t r e s s e s , 
and e n v i r o n m e n t a l f a c t o r s , and d u t y c y c l e o f t h e u n i t s . 
At t h e t i m e o f p r e l i m i n a r y s y s t e m d e s i g n , t h e s y s t e m d e s i g n e r 
g e n e r a l l y h a s a g o o d k n o w l e d g e o f t h e f u n c t i o n a l e q u i p m e n t w h i c h w i l l 
b e r e q u i r e d t o p e r f o r m a g i v e n s y s t e m f u n c t i o n , and t h u s , h e i s a b l e 
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t o d raw t h e d e t a i l e d f u n c t i o n a l s p e c i f i c a t i o n s on t h e u n i t s . These 
p r e l i m i n a r y i d e a s on t h e equ ipment and t h e i r s p e c i f i c a t i o n s e n a b l e a 
c o m p a r i s o n t o be made o f t h e s i m i l a r equ ipment f o r w h i c h r e l i a b i l i t y 
and usage i n f o r m a t i o n has been a c c u m u l a t e d . 
Many compan ies have t h e i r own d a t a o f ave rage f a i l u r e r a t e s o f 
t h e v a r i o u s u n i t s u s e d i n t h e i r d e s i g n w o r k , b a s e d on p a s t e x p e r i e n c e 
w i t h t h e p a r t i c u l a r u n i t w h i c h has been s t a t i s t i c a l l y e v a l u a t e d . Such 
i n f o r m a t i o n i s o f t e n q u i t e u s e f u l f o r d e t e r m i n i n g u n i t f a i l u r e i n d e x 
o f t h e s p e c i f i c u n i t . The f a i l u r e - r e p o r t i n g p r o c e d u r e s c u r r e n t l y i n 
use a t t h e f i e l d a r e a l s o u s e f u l f o r t h e e s t i m a t i o n o f t h e p a r t i c u l a r 
equ ipment f a i l u r e r a t e u n d e r a c t u a l " u s e " c o n d i t i o n s . The a c c u r a c y 
o f t h e e s t i m a t e i s , o f c o u r s e , dependen t upon t h e a c c u r a c y o f d a t a 
r e p o r t i n g i n t he f i e l d and t h e a v a i l a b i l i t y o f t h e adequa te s u p p o r t i n g 
i n f o r m a t i o n . 
I n some c a s e s , t h e e n t i r e sys tem may s tem o u t o f a new c o n c e p t 
on w h i c h t h e r e a r e no p a s t r e l i a b i l i t y d a t a f o r any o f i t s c o n s t i t u e n t 
u n i t . One a p p r o a c h i n t h i s c a s e w o u l d be t o b a s e t h e e s t i m a t e o f a 
r e q u i r e d u n i t f a i l u r e r a t e on t h e n e a r e s t s i m i l a r equ ipmen t o f com­
p a r a b l e f u n c t i o n and c o m p l e x i t y . T h i s a p p r o a c h w o u l d be p e r m i s s i b l e 
u n t i l s u c h t i m e when t h e d e s i g n s t u d i e s d i s c l o s e d i f f e r e n c e s i n s u c h 
e s t i m a t e s , and t h e n , a p p r o p r i a t e l y " u p d a t e " t h e a l l o c a t i o n s . A s t i l l 
a n o t h e r a p p r o a c h f o r t h e e s t i m a t e o f a u n i t f a i l u r e r a t e i s t o e s t i m a t e 
""the k i n d and number o f a c t i v e p a r t s i n e a c h f u n c t i o n a l u n i t i n t h e 
s y s t e m , and a s s o c i a t e a known f a i l u r e r a t e t o e a c h p a r t , and t h e r e b y 
o b t a i n an e s t i m a t e o f t h e f a i l u r e r a t e o f t h e u n i t . 
G e n e r a l l y , a g r e a t d e a l o f usage e x p e r i e n c e s and f a i l u r e 
69 
i n f o r m a t i o n e x i s t , and have been w e l l documented t o be o f e x t e n s i v e u s e 
f o r e l e c t r o n i c and e l e c t r o m e c h a n i c a l e q u i p m e n t . However , s u f f i c i e n t 
r e l i a b i l i t y i n f o r m a t i o n has n o t y e t g e n e r a t e d and t a b u l a t e d f o r t h e 
n o n - e l e c t r o n i c t y p e e q u i p m e n t . The r e a s o n f o r t h i s l a c k o f i n f o r m a t i o n 
on t h e n o n - e l e c t r o n i c equ ipment l i e s i n t h e f a c t t h a t most n o n - e l e c t r o n i c 
t y p e s o f equ ipment a r e u s u a l l y d e s i g n e d s p e c i f i c a l l y f o r t h e p a r t i c u l a r 
sys tem r e q u i r e m e n t s and c o n f i g u r a t i o n s . T h i s i s t r u e , f o r e x a m p l e , o f 
t u r b o g e n e r a t o r , pump, v a l v e s , and c o m b u s t i o n chamber , e t c . T h u s , t h e 
f a i l u r e i n f o r m a t i o n on t h i s t y p e o f n o n - e l e c t r o n i c equ ipment i s u s u a l l y 
l i m i t e d and s p e c i f i c t o t h e p a r t i c u l a r u n i t , and i t does n o t r e a d i l y 
a p p l y t o o t h e r sys tems o f t h e same t y p e i f t h e r e i s a d i f f e r e n c e 
be tween two o p e r a t i o n a l c o n d i t i o n s . On t h e o t h e r h a n d , e l e c t r o n i c 
u n i t s a r e f r e q u e n t l y s t a n d a r d i z e d i t e m s , and t h u s , t h e y a r e o f t e n 
i n t e r c h a n g e a b l e be tween two e q u i v a l e n t use c o n d i t i o n s . 
G e n e r a l l y , e l e c t r o n i c o r n o n - e l e c t r o n i c u n i t s o r components 
a r e d e s i g n e d t o w i t h s t a n d c e r t a i n n o m i n a l o p e r a t i o n a l s t r e s s e s i n 
o p e r a t i o n . T h u s , t h e f a i l u r e r a t e f i g u r e s f o r a c e r t a i n u n i t o r com­
ponen t a p p l y t o d e f i n i t e o p e r a t i n g s t r e s s c o n d i t i o n s — f o r e x a m p l e , t o 
an o p e r a t i o n a t r a t e d v o l t a g e , c u r r e n t , f r e q u e n c y , t e m p e r a t u r e , and a t 
a p r e d i c t e d l e v e l o f m e c h a n i c a 1 s t r e s s e s s u c h as v i b r a t i o n , s h o c k , 
a c c e l e r a t i o n , e t c . 
I t i s a w e l l known f a c t t h a t when t h e o p e r a t i o n a l s t r e s s e s a r e 
i n c r e a s e d above t h e r a t e d l e v e l , t h e u n i t f a i l u r e r a t e i n c r e a s e s r a t h e r 
r a p i d l y above t h e n o m i n a l f a i l u r e r a t e . C o n v e r s e l y , t h e u n i t f a i l u r e 
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r a t e d e c r e a s e s when t h e o p e r a t i o n a l s t r e s s e s a r e d e c r e a s e d b e l o w t h e 
r a t e d l e v e l . 
T h e r e f o r e , b e f o r e a s p e c i f i c use c a n be made o f any a v a i l a b l e 
f a i l u r e r a t e f o r a g i v e n u n i t , i t i s a l w a y s n e c e s s a r y t o a d j u s t i t f o r 
i d e n t i f i a b l e d i f f e r e n c e s be tween two a p p l i c a t i o n s t r e s s e s . These 
a d j u s t m e n t s a r e i n t h e fo rm o f f a c t o r s c a l l e d a p p l i c a t i o n s t r e s s 
f a c t o r , K g , w h i c h m u l t i p l y t h e a v a i l a b l e f a i l u r e r a t e o f a g i v e n u n i t 
t o " c o r r e c t " i t a c c o r d i n g t o i t s e x p e c t e d a p p l i c a t i o n ( e l e c t r i c a l , 
m e c h a n i c a l , and e n v i r o n m e n t a l ) s t r e s s e s . 
The a p p l i c a t i o n s t r e s s f a c t o r , K g , i s d e f i n e d t o be 
E x p e c t e d F a i l u r e Ra te o f t h e U n i t Under 
_ i t s A n t i c i p a t e d A p p l i c a t i o n S t r e s s e s _ 
K s = : ( 2 - 3 0 ) 
Base F a i l u r e R a t e o f t h e U n i t Under 
_ T y p i c a l A p p l i c a t i o n S t r e s s e s _ 
The Kg f a c t o r may be l a r g e r o r s m a l l e r t h a n u n i t y and e q u a l t o u n i t y 
when t h e b a s e o r s t a n d a r d s t r e s s c o n d i t i o n s f o r w h i c h t h e t y p i c a l f a i l u r e 
r a t e i s a v a i l a b l e a r e a p p r o x i m a t e l y e q u i v a l e n t t o a n t i c i p a t e d a p p l i c a t i o n 
s t r e s s c o n d i t i o n s . 
The p r ime component o f a p p l i c a t i o n s t r e s s e s w h i c h a c t on t h e u n i t 
w i t h i n a sys tem may be g r o u p e d i n t o two c a t e g o r i e s : 
1 . O p e r a t i n g s t r e s s e s w h i c h a r e p r e d o m i n a n t l y p r e s e n t when 
S e e , f o r e x a m p l e , MIL-HDBK-217, Reliability Stress and Failure 
Rate Data for Electronic Equipment ( U . S . Government P r i n t i n g O f f i c e , 
1962) p r o v i d e s t h e f a i l u r e r a t e v e r s u s usage t r a d e - o f f r e l a t i o n s h i p s 
f o r v a r i o u s components o f t h e e l e c t r o n i c e q u i p m e n t . 
71 
t h e u n i t i s i n o p e r a t i o n o r e n e r g i z e d s u c h as v o l t a g e , f r e q u e n c y , 
c u r r e n t , t e m p e r a t u r e , p r e s s u r e , o r i n t e r n a l l y - g e n e r a t e d h e a t , and 
m e c h a n i c a l s t r e s s e s s u c h as v i b r a t i o n , s h o c k , f r i c t i o n o r i m p a c t i f 
t h e u n i t o r any p a r t o f t h e u n i t has t o p e r f o r m m e c h a n i c a l m o t i o n s . 
2 . I n t e r n a l e n v i r o n m e n t a l s t r e s s e s w h i c h a r e p r e s e n t i n a 
sys tem whe the r o r n o t t h e p a r t i c u l a r u n i t i s a c t i v e l y o p e r a t i n g , 
such as r a d i a t i o n , h u m i d i t y , a t m o s p h e r i c p r e s s u r e , c o r r o s i o n , and t h e 
s y s t e m - g e n e r a t e d h e a t w h i c h a f f e c t s t h e u n i t s i n t h e s y s t e m . 
I n a d d i t i o n t o t h e a p p l i c a t i o n s t r e s s e s , t h e a v a i l a b l e f a i l u r e 
r a t e o f a g i v e n u n i t must be c o r r e c t e d f o r i d e n t i f i a b l e d i f f e r e n c e s 
i n g r o s s use ( e x t e r n a l ) e n v i r o n m e n t s . By t h i s i s meant t h a t p a r t i c u l a r 
equ ipment i n q u e s t i o n w i l l be o p e r a t i n g i n c e r t a i n use e n v i r o n m e n t s 
s u c h as s h i p b o r n e , f i x e d g r o u n d e q u i p m e n t , manned a i r c r a f t , m i s s i l e 
e q u i p m e n t , s a t e l l i t e equ ipment ( l a u n c h and b o o s t p h a s e ) o r s a t e l l i t e 
equ ipment ( o r b i t o r m i d s p a c e p h a s e ) , e t c . 
The f a c t o r w h i c h a c c o u n t s f o r t h e d i f f e r e n c e s be tween b a s e o r 
" s t a n d a r d " env i r onmen t and a n t i c i p a t e d use env i r onmen t i s c a l l e d use 
env i r onmen t f a c t o r . The g e n e r a l f o r m u l a u s e d i n e s t i m a t i n g t h e use 
e n v i r o n m e n t f a c t o r , K , i s 
u ' 
E x p e c t e d F a i l u r e R a t e o f t h e U n i t 
j_Under A n t i c i p a t e d Use E n v i r o n m e n t ] 
K = ( 2 - 3 1 ) 
u i— . . — 
Base F a i l u r e R a t e A v a i l a b l e f o r 
E q u i v a l e n t U n i t under T y p i c a l Use 
E n v i r o n m e n t 
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M i l i t a r y S t a n d a r d 7 5 6 , " R e l i a b i l i t y o f Weapons S y s t e m s , P r o c e ­
d u r e s f o r P r e d i c t i o n and R e p o r t i n g P r e d i c t i o n o f , " g i v e s t h e v a l u e 
o f 6 . 5 f o r a i r b o r n e e n v i r o n m e n t and 8 0 . 0 f o r m i s s i l e s e n v i r o n m e n t , 
where s t a t i o n a r y g r o u n d e q u i p m e n t i s u s e d a s t h e e q u i p m e n t o f s t a n d a r d 
e n v i r o n m e n t . 
The t h i r d e l e m e n t r e q u i r e d t o o b t a i n t h e a l l o c a t i o n i n d e x f o r 
t h e u n i t i s t h e d u t y c y c l e . The c o n c e p t o f d u t y c y c l e must be i n c l u d e d 
i n d e t e r m i n i n g t h e a l l o c a t i o n i n d e x i n o r d e r t o r e f l e c t any v a r i a n c e i n 
u n i t o p e r a t i o n a l t i m e r e q u i r e m e n t a s c o m p a r e d t o t h e s y s t e m m i s s i o n 
t i m e . The u n i t s w h i c h o p e r a t e f o r a s h o r t e r l e n g t h o f t i m e d u r i n g a 
g i v e n s y s t e m m i s s i o n t i m e s h o u l d h a v e a r e l a t i v e l y h i g h a l l o c a t i o n t h a n 
t h e u n i t s w h i c h o p e r a t e a l l t h e t i m e . The d u t y c y c l e o f t h e j t h u n i t , 
d . , i s d e f i n e d a s 
t . 
cL = ( 2 - 3 2 ) 
w h e r e 
t j = r e q u i r e d o p e r a t i n g h o u r s o f t h e j t h u n i t d u r i n g 
t s y s t e m o p e r a t i n g h o u r s 
5 = s y s t e m m i s s i o n d u r a t i o n r e q u i r e m e n t 
I n summary, t o o b t a i n t h e f a i l u r e i n d e x f o r a p a r t i c u l a r u n i t i n 
a s y s t e m , t h e f o l l o w i n g s t e p s a r e r e q u i r e d : 
1 . D e s c r i b e t h e f u n c t i o n a l c o n f i g u r a t i o n s and d e f i n e t h e f u n c ­
t i o n a l u n i t s and i t s s y s t e m ; . 
2 . D e t e r m i n e a n t i c i p a t e d a p p l i c a t i o n s t r e s s l e v e l and g r o s s u s e 
e n v i r o n m e n t u n d e r w h i c h t h e u n i t i s e x p e c t e d t o a c h i e v e t h e a l l o c a t e d 
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r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t . 
3 . De te rm ine u n i t d u t y c y c l e ( d j ) . 
4 . O b t a i n i t s MBase" f a i l u r e r a t e ( B j ) . 
5 . O b t a i n i t s K f a c t o r f r om t h e a p p r o p r i a t e r e f e r e n c e s 
a c c o r d i n g t o i t s a n t i c i p a t e d s t r e s s l e v e l . 
6 . O b t a i n i t s f a c t o r f r o m t h e a p p r o p r i a t e r e f e r e n c e s . 
7 . M u l t i p l y t h e number i n 3 , 4 , 5 , and 6 t o o b t a i n u n i t 
f a i l u r e i n d e x ; t h a t i s 
W. = B . • d . • K • K 
H 1 J S u 
The above p r o c e s s i s r e p e a t e d f o r a l l f u n c t i o n a l u n i t s i n t h e s y s t e m . 
I f W_. i s t h e u n i t f a i l u r e i n d e x o f t h e j t h u n i t , t o t a l sys tem f a i l u r e 
i n d e x i s o b t a i n e d by t h e summat ion o f a l l u n i t f a i l u r e i n d i c e s , and 
t h e a l l o c a t i o n i n d e x f o r t h e j t h u n i t i s d e f i n e d i n ( 2 - 1 7 ) as 
n 
A . = W . / / W . , w h i c h i s t h e r a t i o o f t h e u n i t f a i l u r e i n d e x t o t h e 
t o t a l sys tem f a i l u r e i n d e x . 
F o r a u n i t w h i c h e x p e r i e n c e s a b r u p t changes i n t h e a p p l i c a t i o n 
s t r e s s e s d u r i n g a g i v e n o p e r a t i n g t i m e , and c o n s e q u e n t l y assumes t h e 
d i f f e r e n t f a i l u r e r a t e s d u r i n g t h i s o p e r a t i n g p e r i o d , an a p p r o x i m a t e 
a v e r a g e f a i l u r e r a t e t o use i s a l r e a d y g i v e n i n E q u a t i o n ( 2 - 1 4 ) . The 
s i t u a t i o n s u c h as t h i s where t h e u n i t f a i l u r e r a t e changes b e c a u s e 
o f t h e changes i n t h e a p p l i c a t i o n s t r e s s e s o c c u r s n e a r l y i n a l l a i r ­
b o r n e sys tems i n w h i c h t h e f a i l u r e r a t e s o f some u n i t s o r components 
may be many t i m e s h i g h e r d u r i n g t h e l a u n c h i n g t h a n w h i l e c r u i s i n g , 
b e c a u s e s t r e s s l e v e l s change a b r u p t l y . 
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Many i n d i v i d u a l m a n u f a c t u r e r s have s t a r t e d t o c o m p i l e t h e 
a p p r o p r i a t e f a i l u r e d a t a f o r t h e i r p r o d u c t s t h r o u g h t h e i r own l i f e 
t e s t i n g o r k e e p i n g l o g s on t h e i r d e l i v e r e d equ ipment and t h i s i n f o r m a ­
t i o n i s r e a d i l y a v a i l a b l e t o t h e u s e r upon r e q u e s t . O t h e r o r g a n i z a ­
t i o n s s u c h as A R I N C , and VITRO have been p e r f o r m i n g e x t e n s i v e r e l i a ­
b i l i t y s t u d i e s o f equ ipment i n t h e f i e l d f o r t h e Armed S e r v i c e s . 
A l s o t h e r e e x i s t a g r e a t amount o f usage e x p e r i e n c e s and 
f a i l u r e i n f o r m a t i o n t a b u l a t e d and g r a p h e d f o r v a r i o u s a p p l i c a t i o n 
s t r e s s e s and u s e e n v i r o n m e n t s f r o m w h i c h sys tem d e s i g n e r can o b t a i n 
t h e n e c e s s a r y f a i l u r e r a t e a t d e s i r e d o p e r a t i n g c o n d i t i o n s . Some o f 
t h e s e r e f e r e n c e s o u r c e s i n c l u d e t h e f o l l o w i n g : 
1 . M I L - H D B K - 2 1 7 , " R e l i a b i l i t y S t r e s s and F a i l u r e R a t e D a t a f o r 
E l e c t r o n i c E q u i p m e n t , " Augus t 8 , 1 9 6 2 , U . S . Government P r i n t i n g 
O f f i c e , W a s h i n g t o n , D. C . 
2 . RCA S e r v i c e Company, " T h e P r e d i c t i o n and Measurement o f 
A i r F o r c e Ground E l e c t r o n i c Equ ipment R e l i a b i l i t y , " F i n a l E n g i n e e r i n g 
R e p o r t , C o n t r a c t N o . AF 30(602 ) - 1 6 2 3 , RADCTN 5 8 - 3 0 7 , A u g u s t , 1958 . 
3 . ARINC R e s e a r c h C o r p o r a t i o n , " Improved T e c h n i q u e s f o r 
D e s i g n S tage P r e d i c t i o n , " V o l . I o f A i r F o r c e R e l i a b i l i t y A s s u r a n c e 
P rog ram P r o g r e s s R e p o r t N o . 2 , C o n t r a c t AF 33 ( 6 0 0 ) - 3 8 4 3 8 , A p r i l , 
1959 . 
4 . J . H. H e r s h e y , " R e l i a b i l i t y and M a i n t a i n a b i l i t y o f M i l i t a r y 
E l e c t r o n i c E q u i p m e n t , " T h i r d A n n u a l S i g n a l M a i n t e n a n c e Sympos ium, 
F o r t Monmouth, New J e r s e y , A p r i l , 1959 . 
5 . D. E . J q h n s t o n , and D. T . M c r u e r , " A Summary o f Component 
F a i l u r e R a t e and W e i g h t i n g F u n c t i o n D a t a , and t h e i r Use i n Systems 
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P r e l i m i n a r y D e s i g n , " W r i g h t A i r Deve lopment C e n t e r , WADC T R - 5 7 - 6 8 8 , 
December , 1957 . 
6 . R. L . Vande r Hamm, "Component P a r t F a i l u r e R a t e A n a l y s i s 
f o r P r e d i c t i o n o f Equ ipment Mean L i f e , " IRE C o n v e n t i o n R e c o r d , P a r t 6 , 
1 9 5 8 , p p . 7 2 - 7 6 . 
7 . T . H . B o l l m a n , " I n s t r u c t i o n s and D a t a f o r F a i l u r e and P r e ­
d i c t i o n , " B e l l T e l e p h o n e L a b o r a t o r i e s R e p o r t , O c t o b e r 1 1 , 1957 . 
8 . RCA T e c h n i c a l R e p o r t 5 9 - 4 6 - 1 , " R e l i a b i l i t y S t r e s s A n a l y s i s 
f o r E l e c t r o n i c E q u i p m e n t , " J a n u a r y 1 5 , 1959 . 
9 . - J o h n s t o n , D. E . , K. A . F e r r i c k , and E . L . A l e x a n d e r , " A 
C o m p i l a t i o n o f Component F i e l d R e l i a b i l i t y D a t a U s e f u l i n P r e l i m i n a r y 
D e s i g n , " WADD T e c h n i c a l R e p o r t 6 0 - 3 3 0 , Supplement 1 , A e r o n a u t i c a l 
Systems D i v i s i o n , A i r F o r c e System Command, U . S . A i r F o r c e (November , 
1 9 6 1 ) . 
In a d d i t i o n t o t h e above r e f e r e n c e s , M I L - S T D - 2 1 0 A , " C l i m a t i c 
Ex t remes f o r M i l i t a r y E q u i p m e n t , " p r o v i d e s c o m p r e h e n s i v e , w o r l d w i d e 
e n v i r o n m e n t a l c o v e r a g e s . 
C o n c l u d i n g Remarks 
I n t h e p r e c e d i n g s e c t i o n s , i t has been p o i n t e d o u t t h a t t h e 
r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n o f a l a r g e - s c a l e sys tem i n v o l v e s numerous com­
p l i c a t e d p r o b l e m s due t o many i n t e r a c t i n g f a c t o r s i n v o l v e d i n t h e 
a l l o c a t i o n p r o c e s s . The c o m p l e x i t y o f t h e p r o b l e m v a r i e s t o t h e 
l a r g e e x t e n t w i t h t h e s p e c i f i e d m i s s i o n r e q u i r e m e n t s , a v a i l a b l e 
know ledge o f i t s f e a s i b i l i t y and i n h e r e n t l i m i t a t i o n s , and t h e 
s p e c i f i c usage e x p e r i e n c e s o b t a i n e d f r o m t h e s i m i l a r sys tems p r e v i o u s l y 
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d e v e l o p e d . B e c a u s e o f t h e c o m p l e x i t y o f r e l a t i n g many i n t e r a c t i n g 
f a c t o r s i n t h e a l l o c a t i o n p r o c e s s , t h e s y s t e m r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n 
i s c a r r i e d o u t t h r o u g h t w o d i s t i n c t m e t h o d s i n t h i s s t u d y . 
In t h i s c h a p t e r , a r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n m e t h o d h a s b e e n 
d e v e l o p e d f o r a s s i g n i n g t h e s p e c i f i e d s y s t e m r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t 
i n t o n u m e r i c a l r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s a t t h e m a j o r f u n c t i o n a l 
e q u i p m e n t g r o u p s w h i c h c o m p r i s e a g i v e n s y s t e m . The a l l o c a t i o n 
m e t h o d s e e m s t o h a v e g e n e r a l a p p l i c a t i o n s due t o t h e f a c t t h a t t h e 
r e q u i r e d i n p u t d a t a t o t h e a l l o c a t i o n m o d e l a r e b a s e d o n l y on t h e 
a v a i l a b l e i n f o r m a t i o n d u r i n g t h e e a r l y d e s i g n s t a g e s o f a s y s t e m 
d e v e l o p m e n t p r o g r a m . 
The m e t h o d d e v e l o p e d i n t h i s c h a p t e r d i f f e r s from t h e e x i s t i n g 
o n e s i n t h a t ( a ) t h e m e t h o d t a k e s i n t o a c c o u n t n o t o n l y t h e s t a t e - o f -
t h e - a r t , c o m p l e x i t y , and d u t y c y c l e b u t a l s o a p p l i c a t i o n a l s t r e s s e s 
and u s e e n v i r o n m e n t f a c t o r s w h i c h i n f l u e n c e t h e u n i t r e l i a b i l i t y ; 
( b ) t h e r e a s o n i n g e m p l o y e d i n t h e a l l o c a t i o n p r o c e s s i s r a t h e r g e n e r a l 
s o t h a t t h e m e t h o d c a n be a p p l i c a b l e t o v a r i o u s k i n d s o f s y s t e m s 
( i . e . , n o t n e c e s s a r i l y r e s t r i c t e d t o t h e e l e c t r o n i c s y s t e m , and a t t h e 
same t i m e , t h e m e t h o d d o e s n o t r e q u i r e t h e a s s u m p t i o n o f e q u a l f a i l u r e 
r a t e s among v a r i o u s m o d u l e s ) ; ( c ) t h e m e t h o d t e n d s t o p r o v i d e more 
r e a l i s t i c r e s u l t s a s t h e u s a g e e x p e r i e n c e s a c c u m u l a t e i n t h e f i e l d ; 
and ( d ) t h e m e t h o d d o e s i n c l u d e t h e c o n c e p t o f s y s t e m e f f e c t i v e n e s s , 
b e c a u s e o f t h e E_. f a c t o r s i n E q u a t i o n ( 2 - 2 5 ) , u n d e r t h e c o n d i t i o n s 
t h a t o n e o r more f a i l u r e s o f p a r t i c u l a r u n i t s w i l l n o t n e c e s s a r i l y 
c a u s e t h e f a i l u r e o f an e n t i r e s y s t e m . 
CHAPTER I I I 
DETAILED ALLOCATION OF SYSTEM RELIABILITY 
P r e l i m i n a r y C o n s i d e r a t i o n s 
The p r e v i o u s c h a p t e r h a s d e s c r i b e d t h e f u n c t i o n a l a l l o c a t i o n 
m e t h o d t h r o u g h w h i c h s y s t e m r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t o r " a l l o w a b l e " s y s t e m 
f a i l u r e r a t e i s a p p o r t i o n e d among t h e f u n c t i o n a l u n i t s w i t h i n a p r o p o s e d 
new s y s t e m o H o w e v e r , t h i s d o e s n o t c o m p l e t e t h e d e v e l o p m e n t o f a com­
p r e h e n s i v e a l l o c a t i o n mode l„ The r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n t h r o u g h t h i s 
m e t h o d i s o n l y p e r f o r m e d a t s e v e r a l m a j o r f u n c t i o n a l e q u i p m e n t l e v e l s . 
F u r t h e r m o r e , t h e f u n c t i o n a l a l l o c a t i o n p r o c e s s a s s u m e s an e q u a l i t y o f 
i m p r o v e m e n t f e a s i b i l i t y f o r a l l f u n c t i o n a l u n i t s w h i c h may n o t b e t r u e 
i n p r a c t i c e . Thus t h e a l l o c a t i o n s a r r i v e d a t by t h i s m e t h o d may be 
c o n s i d e r e d o n l y a s a p r e l i m i n a r y o n e — f o r u s e o n l y a s an i n i t i a l b a s i s 
f o r s p e c i f i c a t i o n o f r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s a t t h e f u n c t i o n a l e q u i p ­
ment l e v e l s . 
The a p p l i c a t i o n o f t h i s m e t h o d w i l l o n l y y i e l d e a r l y d e c i s i o n s 
a t t h e s e l e v e l s , and m u s t t h e r e f o r e be r e v i e w e d and m o d i f i e d e a r l y i n 
t h e d e s i g n s t a g e a s s o o n a s t h e d e t a i l e d f e a s i b i l i t y s t u d y d i s c l o s e s 
t h e d i s c r e p a n c i e s b e t w e e n a l l o c a t e d r e q u i r e m e n t and i m p r o v e m e n t f e a s i ­
b i l i t y . S o m e t i m e s i t may t u r n o u t , f o r e x a m p l e , t h a t a f i v e - t o - o n e 
r e d u c t i o n i n t h e f a i l u r e r a t e o f a c e r t a i n u n i t i s e n t i r e l y f e a s i b l e , 
w h e r e a s a t w o - t o - o n e r e d u c t i o n i n a n o t h e r u n i t w o u l d be b e y o n d s t a t e -
o f - a r t c a p a b i l i t y f o r some t i m e t o c o m e . 
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I f t h e a l l o c a t e d r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s a t t h e s u b s y s t e m l e v e l s 
g r e a t l y e x c e e d t h e p r e d i c t e d v a l u e s o b t a i n e d t h r o u g h t h e f e a s i b i l i t y 
s t u d y , i t i s q u i t e l o g i c a l t h a t a management d e c i s i o n s h o u l d be made 
r e g a r d i n g abandonment o f t h e p r e s e n t d e s i g n and i n i t i a t i n g a new o n e 
o r p o s s i b l y c o n c e n t r a t i n g t h e e f f o r t on i m p r o v i n g t h e d e s i g n . I n a n y 
c a s e , t h e b e s t d e c i s i o n i s p r i m a r i l y a f u n c t i o n o f i m p r o v e m e n t f e a s i ­
b i l i t y i n r e l i a b i l i t y t h a t c a n b e a c h i e v e d f o r a g i v e n e x p e n d i t u r e o f 
e f f o r t , u s u a l l y w i t h i n t h e c o n s t r a i n t s o f a v a i l a b l e f u n d s and a t i m e 
s c h e d u l e . 
I f t h e a l l o c a t e d r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s d i c t a t e an a v e r a g e 
i m p r o v e m e n t i n u n i t r e l i a b i l i t i e s , a r e a s s h o u l d b e i n d i c a t e d f o r w h i c h 
more e f f o r t i s t o b e c o n c e n t r a t e d . T h i s I s t h e p o i n t w h e r e d e s i g n 
d e c i s i o n s , f o r t h e p u r p o s e o f i n c r e a s i n g t h e i n h e r e n t u n i t r e l i a b i l i t y 
and a c h i e v i n g t h e a l l o c a t e d r e q u i r e m e n t , mus t b e made a s t o ( a ) r e ­
d u n d a n c y v e r s u s f u r t h e r d e r a t i n g o f t h e c o m p o n e n t s o r u n i t s , o r ( b ) 
r e d e s i g n i n g weak u n i t s v e r s u s a s e a r c h f o r h i g h r e l i a b i l i t y c o m p o n e n t s , 
o r ( c ) a c o m b i n a t i o n o f t h e s e a p p r o a c h e s . 
I n d e s i g n i n g f o r t h e r e q u i r e d r e l i a b i l i t y , t h e d e r a t i n g o f com­
p o n e n t s o r u n i t s i s a s t a n d a r d p r a c t i c e u s e d i n t h e s y s t e m d e s i g n — 
t h i s means o p e r a t i n g c o m p o n e n t s o r u n i t s a t o n l y o n e - h a l f o r e v e n l e s s 
o f t h e i r r a t e d ( n o m i n a l ) v a l u e s o f t e m p e r a t u r e , p r e s s u r e , v o l t a g e , 
w a t t a g e , e t c . S i g n i f i c a n t i n c r e a s e s i n c o m p o n e n t and u n i t r e l i a b i l i t y 
c a n b e a c h i e v e d i n t h i s w a y . S o m e t i m e s o n l y o n e o f t h e s e s t r e s s 
p a r a m e t e r s n e e d s t o b e r e d u c e d t o b r i n g t h e c o m p o n e n t f a i l u r e r a t e down 
t o t h e d e s i r e d l e v e l . 
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A n o t h e r p o w e r f u l t e c h n i q u e i n a c h i e v i n g t h e r e q u i r e d r e l i a b i l i t y 
i s t h e i n t r o d u c t i o n o f s e v e r a l r e d u n d a n t subsys tems i n t h e f o r m o f 
p a r a l l e l o r s t a n d - b y u n i t s so t h a t one o r more s p a r e u n i t s w i l l a l w a y s 
be a v a i l a b l e , and t h e f a i l e d u n i t can be r e p a i r e d unde r l e s s p r e s s i n g 
c i r c u m s t a n c e s . G e n e r a l l y t h e u s e o f r e d u n d a n c y t o a c h i e v e t h e r e q u i r e d 
r e l i a b i l i t y g o a l i s t h e q u i c k e s t and e a s i e s t a p p r o a c h i f t h e t i m e 
i n v o l v e d i s o f p r ime i m p o r t a n c e , and a l s o t h e c h e a p e s t a p p r o a c h i f t h e 
a d d i t i o n o f s e v e r a l components i s more e c o n o m i c a l i n c o m p a r i s o n w i t h 
t h e c o s t o f r e d e s i g n w h i c h i n e v i t a b l y r e q u i r e s more b a s i c r e s e a r c h on 
t h e t a r g e t u n i t s . 
However , i n w e i g h i n g i t s d i s a d v a n t a g e , r e d u n d a n c y w i l l p r o v e 
t o o e x p e n s i v e i f t h e components a re c o s t l y , and i n e v i t a b l y e x c e e d t h e 
l i m i t a t i o n s on w e i g h t , s i z e , power r e q u i r e m e n t s , and p o s s i b l y i n c r e a s e 
m a i n t e n a n c e e f f o r t as w e l l . Redundancy a l s o r e q u i r e s s e n s i n g and 
s w i t c h i n g d e v i c e s w h i c h a r e by no means p e r f e c t l y r e l i a b l e , and t h u s 
may o f f s e t t h e advan tage o f e m p l o y i n g r e d u n d a n c y . 
Because t h e r e l i a b i l i t y o f a s e r i a l sys tem i s d e t e r m i n e d by t h e 
sum o f t h e component f a i l u r e r a t e s , d e s i g n s i m p l i f i c a t i o n s w h i c h i n ­
v o l v e a s u b s t a n t i a l r e d u c t i o n o f t h e number o f components u s e d i n t h e 
equ ipment i s a n o t h e r i m p o r t a n t a p p r o a c h t o w a r d r e l i a b i l i t y d e s i g n . 
To d e s i g n one h i g h l y r e l i a b l e u n i t w i t h t h e minimum p o s s i b l e number o f 
components i s a sound and f o r m a l d e s i g n a p p r o a c h f o r a c h i e v i n g t h e 
r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t . 
T h u s , i n v i e w o f t h e above s e v e r a l p r o m i s i n g t e c h n i q u e s f o r 
a c h i e v i n g t h e a l l o c a t e d r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s f o r t h e u n i t s , t h e 
sys tem d e s i g n e r must make t r a d e - o f f a n a l y s i s t o s e l e c t an opt imum 
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d e s i g n p o l i c y f o r a t t a i n i n g a n e e d e d l e v e l o f r e l i a b i l i t y a t t h e l e a s t 
e x p e n d i t u r e o f m o n e y , p e r s o n n e l and d e v e l o p m e n t t i m e » An opt imum d e c i ­
s i o n c a n a l w a y s b e made mos t e f f e c t i v e l y i f t h e r e e x i s t s t h e i n f o r m a t i o n 
w h i c h s h o w s t h e c h a n g e s i n s y s t e m r e l i a b i l i t y r e s u l t i n g from v a r i o u s 
c o m b i n a t i o n s o f i n h e r e n t u n i t r e l i a b i l i t y and r e d u n d a n c y , and t h e i r 
a s s o c i a t e d c o s t s . 
To s u m m a r i z e t h e a b o v e , t h e a l l o c a t i o n o f s y s t e m r e l i a b i l i t y 
r e q u i r e m e n t d u r i n g t h e i n i t i a l p h a s e s o f s y s t e m d e s i g n t h r o u g h t h e u s e 
o f f u n c t i o n a l a l l o c a t i o n m e t h o d p e r m i t s u s t o e s t a b l i s h a f i r s t 
s e t o f r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s a t t h e m a j o r s y b s y s t e m l e v e l , w h i c h 
s h o u l d b e r e v i e w e d a g a i n s t t h e p r e d i c t e d f e a s i b i l i t y w i t h i n t h e c o n ­
s t r a i n t s o f t h e s t a t e - o f - t h e - a r t , d e v e l o p m e n t c o s t s , and t i m e . 
T h e r e a r e s e v e r a l p r o m i s i n g t e c h n i q u e s t o c o p e w i t h a c h i e v i n g 
t h e r e q u i r e d l e v e l o f r e l i a b i l i t y when t h e a l l o c a t e d r e q u i r e m e n t f o r 
a c e r t a i n u n i t e x c e e d s t h e p r e d i c t e d v a l u e , . - Any c h o i c e o f t h e s e d e s i g n 
a l t e r n a t i v e s t o a c h i e v e t h e n e e d e d l e v e l o f r e l i a b i l i t y m u s t be b a s e d 
on t h e s o u n d t r a d e - o f f a n a l y s i s w h i c h s e r v e s t o s e l e c t one opt imum 
p o l i c y c o n s i s t e n t w i t h t h e c o n c e p t o f s y s t e m e f f e c t i v e n e s s . 
The d e t a i l e d a l l o c a t i o n m e t h o d o f s y s t e m r e l i a b i l i t y i s d e s i g n e d 
t o s e l e c t t h e opt imum s o l u t i o n i n t h e c o n t e x t o f t h i s t r a d e - o f f a n a l y s i s . 
T h i s c h a p t e r g i v e s t h e d e t a i l e d d e v e l o p m e n t o f t h i s a l l o c a t i o n m e t h o d , 
s t a r t i n g w i t h t h e m a t h e m a t i c a l f o r m u l a t i o n o f t h e a l l o c a t i o n p r o b l e m 
and t h e d e t a i l e d c o m p u t a t i o n a l p r o c e d u r e s f o r t h e s o l u t i o n , and f i n a l l y 
i n c l u d i n g some n u m e r i c a l r e s u l t s . 
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M a t h e m a t i c a l F o r m u l a t i o n o f t h e 
R e l i a b i l i t y A l l o c a t i o n P r o b l e m 
The f o r e g o i n g d i s c u s s i o n s on t h e n e c e s s i t y o f d e v e l o p i n g t h e 
d e t a i l e d r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n mode l l e a d t o t h e f o l l o w i n g m a t h e m a t i c a l 
f o r m u l a t i o n o f t h e p r o b l e m . To f o r m u l a t e t h e p r o b l e m m a t h e m a t i c a l l y , i t 
i s assumed t h a t t h e sys tem unde r c o n s i d e r a t i o n c o n s i s t s o f n f u n c t i o n a l 
u n i t s w h i c h a r e c o n n e c t e d i n s e r i e s , and f a i l u r e o f any u n i t i n t h e 
sys tem i s assumed t o be an i n d e p e n d e n t e v e n t . A s s o c i a t e d w i t h t h e n 
f u n c t i o n a l u n i t s t h e r e e x i s t s e v e r a l c h o i c e s o f d e s i g n a l t e r n a t i v e s 
t h a t t h e sys tem d e s i g n e r can employ i n o r d e r t o meet t h e a l l o c a t e d 
r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t . 
L e t a „ r e p r e s e n t t h e d e s i g n a l t e r n a t i v e s a v a i l a b l e f o r t h e K t h 
u n i t w i t h a s p e c i f i e d i n h e r e n t u n i t r e l i a b i l i t y , and l e t R (m , a „ ) 
d e n o t e t h e known r e l i a b i l i t y f u n c t i o n o f t h e K t h u n i t when m i d e n t i c a l 
u n i t s o f d e s i g n a l t e r n a t i v e a v a r e u s e d i n r e d u n d a n c y . I t i s assumed 
i \ 
t h a t C v ( m v , a v ) and W ( m v , a v ) d e n o t e r e s p e c t i v e l y t h e c o s t and w e i g h t 
f u n c t i o n f o r t h e d e s i g n a l t e r n a t i v e a u s i n g m^ i d e n t i c a l u n i t s i n t h e 
K t h f u n c t i o n a l u n i t i n t h e s y s t e m . 
G i v e n t h e o v e r a l l r e s t r i c t i o n s on t h e sys tem c o s t o f C and w e i g h t 
o f W, t h e p r o b l e m i s t o d e t e r m i n e w h i c h d e s i g n a l t e r n a t i v e t o s e l e c t 
w i t h t h e s p e c i f i e d l e v e l o f i n h e r e n t u n i t r e l i a b i l i t y , and how many 
r e d u n d a n t u n i t s t o use w h i c h w i l l r e s u l t i n t h e g r e a t e s t r e l i a b i l i t y 
w h i l e k e e p i n g t h e t o t a l s y s t e m c o s t and w e i g h t w i t h i n t h e a l l o w a b l e 
amoun ts . T h i s f o r m u l a t i o n o f t h e p r o b l e m l e a d s t o t h e m a x i m i z a t i o n o f 
sys tem r e l i a b i l i t y R g i v e n by t h e p r o d u c t o f u n i t r e l i a b i l i t i e s 
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R = "if R K(m K,a K) 
K=l 
( 3 - 1 ) 
s u b j e c t t o t h e c o n s t r a i n t s 
w h e r e 
I C K ( V a K ) < C K=l 
I W K ( m K , a K ) < W K=l 
> ( 3 - 2 ) 
™K = 1 , 2 , 3 , . . . ; 
and 
C K ( m K , a K ) , W K ( m K , a K ) > 0 f o r 
K = l , 2 , 3 , . . . , n 
I t i s t o be n o t e d t h a t t h e m a t h e m a t i c a l p r o b l e m f o r m u l a t e d 
a b o v e c a n b e t h o u g h t o f a s an n - s t a g e d e c i s i o n p r o b l e m , where a t e a c h 
s t a g e K t h e d e c i s i o n s a r e made on how many r e d u n d a n t u n i t s t o u s e and 
what t y p e o f d e s i g n a l t e r n a t i v e t o s e l e c t , t h a t i s , m^ and a^ a r e 
s e l e c t e d . The b a s i c n a t u r e o f t h i s a l l o c a t i o n p r o b l e m r e m a i n s 
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unchanged r e g a r d l e s s o f how many f u n c t i o n a l u n i t s t h e r e e x i s t i n t h e 
s y s t e m ; i n o t h e r w o r d s , i t has t h e same f u n c t i o n a l fo rm r e g a r d l e s s o f 
what n happens t o be f o r a g i v e n p r o b l e m . Note a l s o t h a t t h i s p r o b l e m 
i n v o l v e s two c o n s t r a i n t s o v e r w h i c h t h e d e c i s i o n v a r i a b l e s a r e t o be 
o p t i m i z e d , and a l s o r e q u i r e s t h e d e c i s i o n v a r i a b l e s t o be i n t e g r a l 
v a l u e s . 
The re a r e two c o n v e n t i o n a l methods o f s o l v i n g t h i s t y p e o f 
o p t i m i z a t i o n p r o b l e m ; d i r e c t e n u m e r a t i o n m e t h o d s , and c a l c u l u s m e t h o d . 
D i r e c t e n u m e r a t i o n method i s t h a t o f s i m p l y e n u m e r a t i n g a l l p o s s i b l e 
s e t s o f n o n n e g a t i v e i n t e g e r s m and a w h i c h s a t i s f y t h e g i v e n c o n -
is. K 
s t r a i n t s , e v a l u a t i n g t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n f o r e a c h s e t , and t h e n 
s e l e c t i n g t h a t s e t o r s e t s o f m v and a . , w h i c h y i e l d t h e maximum v a l u e 
o f t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n . Even f o r a s i m p l e s i t u a t i o n i n v o l v i n g o n l y 
t e n u n i t s i n t h e sys tem w i t h two d e s i g n a l t e r n a t i v e s f o r e a c h u n i t , 
and e a c h i n d e p e n d e n t v a r i a b l e m can take, on f i v e d i f f e r e n t v a l u e s f o r 
each a l t e r n a t i v e f o r w h i c h c o s t and w e i g h t c o n s t r a i n t s a r e s a t i s f i e d , 
t h e r e e x i s t a t l e a s t (2 x 5 d i f f e r e n t c a n d i d a t e s e t s t o be i n v e s t i ­
g a t e d b e f o r e an o p t i m a l s o l u t i o n i s f o u n d . I t w o u l d t a k e more t h a n 
2700 h o u r s t o i n v e s t i g a t e them a t t h e r a t e o f one s e t o f m p e r m i l l i -
s e c o n d . T h u s , t h i s a p p r o a c h i s n o t o n l y u n r e a l i s t i c b u t p r a c t i c a l l y 
i m p o s s i b l e as a s o l u t i o n t o t h e prob lem, , 
On t h e o t h e r h a n d , t h e r e a re many d i f f i c u l t i e s e n c o u n t e r e d i n 
t r e a t i n g t h i s p r o b l e m s t r i c t l y f r o m t h e p o i n t o f v i e w o f c a l c u l u s . The 
method o f c a l c u l u s i s d i r e c t e d t o w a r d t h e o p t i m i z a t i o n p r o b l e m w h i c h 
i n v o l v e s c o n t i n u o u s v a r i a t i o n o f t h e i n d e p e n d e n t v a r i a b l e s . When t h e 
o p t i m a l m a r e l a r g e , i t i s somet imes s a t i s f a c t o r y t o t r e a t m v as c o n -
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t i n u o u s v a r i a b l e s and t h e n r o u n d o f f t h e s o l u t i o n s so o b t a i n e d t o t h e 
n e a r e s t i n t e g e r s s a t i s f y i n g t h e c o n s t r a i n t s „ However , t h e a c c u r a c y 
o f t h e s o l u t i o n so o b t a i n e d i s s e r i o u s l y a f f e c t e d by t h i s r o u n d - o f f 
when t h e m a r e s m a l l i n a g i v e n s i t u a t i o n . Even i f R (m , a „ ) , 
K K K K 
C v ( m „ 9 a . „ ) , and W v(m , a „ ) were c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b l e i n m v , t h e 
K K K K K i \ K 
u s u a l method o f c a l c u l u s does n o t e a s i l y r e n d e r a s o l u t i o n t o t h e 
p r o b l e m b e c a u s e t h e e x i s t e n c e o f d e s i g n a l t e r n a t i v e s a c a u s e s d i s c o n -
K 
t i n u i t y i n t h e above f u n c t i o n s * 
I n summary, t h e n , two u s u a l t e c h n i q u e s f o r s o l v i n g t h e o p t i m i ­
z a t i o n p r o b l e m p o s e d h e r e w i l l n o t , i n g e n e r a l , p r o v i d e an o p t i m a l 
s o l u t i o n t o t h e r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n p rob lem„ 
One p o w e r f u l a p p r o a c h t o t h i s t y p e o f o p t i m i z a t i o n p r o b l e m 
w o u l d be t o employ t h e dynamic p rogramming t e c h n i q u e . Dynamic p r o g r a m ­
ming a p p r o a c h as w i l l be seen l a t e r w i l l r e a d i l y y i e l d an e x a c t s o l u t i o n 
t o t h e p r o b l e m i n ( 3 - 1 ) , and i n d e e d y i e l d a l l a l t e r n a t i v e s o l u t i o n s i f 
t h e o p t i m a l s o l u t i o n i s n o t u n i q u e . The b a s i c c h a r a c t e r i s t i c o f t h e 
dynamic p rogramming a p p r o a c h i s , t h e n , t h a t a s p e c t o f t h e c o m p u t a t i o n a l 
p r o c e d u r e w h i c h makes i t p o s s i b l e t o s o l v e a g i v e n n - s t a g e d e c i s i o n 
p r o b l e m by s o l v i n g a who le sequence o f p r o b l e m s , s t a r t i n g w i t h o n e -
s t a g e , t h e n a t w o - s t a g e on up t o f i n a l l y t h e n - s t a g e p r o b l e m . What 
makes t h i s a p p r o a c h f e a s i b l e i n p r a c t i c e i s t h e f a c t t h a t one s t a g e c a n 
be added a t a t i m e , and t h e s o l u t i o n f o r K~s tage p r o b l e m i s o b t a i n e d 
e a s i l y f r o m t h e s o l u t i o n f o r K-1 s t a g e s by a d d i n g t h e K t h s t a g e and 
mak ing use o f t h e s o l u t i o n f o r K-1 s t a g e s p r o v i d e d t h a t t h e s o l u t i o n 
f o r K-1 s t a g e s i s known f o r a l l p o s s i b l e q u a n t i t i e s o f t h e c o s t and 
w e i g h t w h i c h may be a v a i l a b l e f o r a l l o c a t i o n t o t h e f i r s t K-1 s t a g e s . 
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As w i l l be s e e n , t h e c o m p u t a t i o n a l e f f i c i e n c y o f t h e dynamic 
p rogramming a p p r o a c h o v e r t h e d i r e c t e n u m e r a t i o n method l i e s i n t h e 
f a c t t h a t a t e a c h s t a g e f o r g i v e n q u a n t i t i e s o f c o s t and w e i g h t , a l l 
n o n - m a x i m i z i n g c o m b i n a t i o n s o f d e c i s i o n v a r i a b l e s m and a a r e 
e l i m i n a t e d and a r e n o t c a r r i e d o v e r t o t h e n e x t s t a g e where t h e y w o u l d 
o t h e r w i s e have t o be r e c o n s i d e r e d . T h u s , f o r t h e same example d i s c u s s e d 
a b o v e , t h e dynamic programming a p p r o a c h o n l y r e q u i r e s (2 x 5)10 c a n d i ­
d a t e s e t s t o i n v e s t i g a t e r a t h e r t h a n (2 x 5 ) " ^ s e t s r e q u i r e d i n t h e 
d i r e c t e n u m e r a t i o n me thod . 
The s a v i n g i n t h e c o m p u t a t i o n a l e f f o r t becomes enormous as t h e 
number o f s t a g e s i n c r e a s e s f o r a g i v e n p r o b l e m . F u r t h e r m o r e , a 
r e m a r k a b l e s a v i n g s i n t i m e r e s u l t s f r o m t h e f a c t t h a t t h e dynamic 
p rogramming a p p r o a c h r e q u i r e s o n l y a s i n g l e m u l t i p l i c a t i o n i n c o m p u t i n g 
t h e numbers t o be compared a t each s t a g e , whereas n m u l t i p l i c a t i o n s a r e 
r e q u i r e d t o e v a l u a t e t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n f o r a g i v e n s e t o f d e c i s i o n 
v a r i a b l e s i n t h e d i r e c t e n u m e r a t i o n me thod . 
A l t h o u g h i t i s somet imes h e l p f u l t o b e g i n s o l v i n g t h e p r o b l e m 
w i t h t h e e x p l i c i t a n a l y t i c a l f o rm o f t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n and o f t h e 
c o n s t r a i n t f u n c t i o n s , i t i s by no means n e c e s s a r y t o t r y t o a p p r o x i m a t e 
t h e a n a l y t i c e x p r e s s i o n f r o m t h e d a t a when t h i s i n p u t i n f o r m a t i o n i s 
a c t u a l l y a v a i l a b l e as a t a b l e . The dynamic p rogramming a p p r o a c h i n 
t h i s c o n t e x t i s j u s t as s u i t a b l e when i n p u t d a t a a r e a v a i l a b l e i n t h e 
t a b u l a r f o r m . In f a c t , t h e a v a i l a b i l i t y o f i n p u t d a t a on c o s t and 
w e i g h t as a s t r a i g h t t a b l e i s common i n most c a s e s , and g e n e r a l l y r e p r e ­
s e n t s t h e e x i s t i n g c o n d i t i o n s much b e t t e r . 
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One c a n t h u s a s s e r t , b a s e d on t h e n a t u r e o f t h e r e l i a b i l i t y 
a l l o c a t i o n p r o b l e m , t h a t t h e t e c h n i q u e o f dynamic p rogramming y i e l d s 
a s i m p l e , q u i c k , and y e t a c c u r a t e s o l u t i o n t o t h e p r o b l e m c o n s i d e r e d 
h e r e . Howeve r , t h e r e a r e d i f f i c u l t i e s w h i c h a r i s e i n u s i n g t h e dynamic 
p rogramming a p p r o a c h due t o t h e f a c t t h a t t h e p r o b l e m has two c o n ­
s t r a i n t s o v e r w h i c h a s e t o f d e c i s i o n v a r i a b l e s must be m a x i m i z e d . I t 
w o u l d soon become c l e a r t h a t as t h e number o f c o n s t r a i n t s i n a g i v e n 
p r o b l e m i n c r e a s e s , t h e c o m p u t a t i o n r e q u i r e d f o r s o l v i n g t h e p r o b l e m 
i n c r e a s e s e x p o n e n t i a l l y . 
A t t h i s p o i n t , i t m i g h t appea r t h a t t h e d i f f i c u l t i e s i n v o l v e d i n 
s o l v i n g t h e p r e s e n t p r o b l e m w o u l d n o t be much g r e a t e r t h a n t h o s e e n ­
c o u n t e r e d i n s o l v i n g t h e p r o b l e m h a v i n g a s i n g l e c o n s t r a i n t . Howeve r , 
t h i s i s n o t a t a l l t r u e . F o r a f a i r l y l a r g e - s c a l e p r o b l e m , i t i s some­
t i m e s i m p o s s i b l e t o s o l v e t h e p r o b l e m even on t h e h i g h - s p e e d d i g i t a l 
c o m p u t e r . I n o r d e r t o overcome t h e s e c o m p u t a t i o n a l d i f f i c u l t i e s i n 
t h e p r e s e n t p r o b l e m , an a t t emp t i s made t o r e d u c e t h e d i m e n s i o n a l i t y 
o f t h e p r o b l e m f r o m two t o one t h r o u g h t h e i n t r o d u c t i o n o f t h e L a g r a n g e 
m u l t i p l i e r , and a c c o r d i n g l y t h e p r e s e n t p r o b l e m i s m o d i f i e d i n t h e n e x t 
s e c t i o n . 
R e d u c t i o n i n D i m e n s i o n a l i t y 
I n p l a c e o f t h e p r o b l e m o f m a x i m i z i n g t h e f u n c t i o n R i n ( 3 - 1 ) , 
c o n s t r a i n e d by t h e r e l a t i o n s ( 3 - 2 ) , one may c o n s i d e r t h e p r o b l e m o f 
m a x i m i z i n g t h e m o d i f i e d f u n c t i o n 
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R l = TT 
K=l 
R K ( n - K , a K ) 
-A I W K ( m K , a K ) 
K - 1 
( 3 - 3 ) 
s u b j e c t t o t h e c o n s t r a i n t 
I C K ( V a K ) < C 
K -1 
( 3 - 4 ) 
where 
m K ~ 1 , 2 * 3 ' * * ' ' ' 
a ^ = 1 , 2 , 3 , . . . , A ^ , 
C K ( m K , a K ) > 0 f o r K = l , 2 , 3 , . . . , n 
and A i s a n o n n e g a t i v e p a r a m e t e r c a l l e d Lag range m u l t i p l i e r . 
The above m o d i f i e d p r o b l e m i s more e a s i l y s o l v e d t h a n t h e 
o r i g i n a l p r o b l e m p o s e d i n ( 3 - 1 ) and ( 3 - 2 ) , s i n c e t h e r e i s o n l y a 
s i n g l e c o n s t r a i n t t h a t a s e t o f t h e m a x i m i z i n g v a l u e s o f m and a v 
K K 
must s a t i s f y . The m o d i f i e d f o r m u l a t i o n o f t h e p r o b l e m p e r m i t s t h e 
r e d u c t i o n i n d i m e n s i o n a l i t y o f t h e p r o b l e m by one b e c a u s e t h e w e i g h t 
c o n s t r a i n t i n ( 3 - 2 ) no l o n g e r a p p e a r s as a c o n s t r a i n t i n t h e m o d i f i e d 
The use o f Lag range M u l t i p l i e r i s s u g g e s t e d i n t h e p a p e r by 
R i c h a r d E . B e l l m a n , "Dynamic Programming and L a g r a n g e M u l t i p l i e r , " 
Proceedings of the National Academy of Science, U.S.A., V o l . 42 ( 1 9 5 6 ) , 
p p . 7 6 7 - 7 6 9 . 
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p r o b l e m , bu t o n l y a p p e a r s i n t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n . 
The p r o b l e m w i t h a l a r g e d i m e n s i o n o f t e n e x c e e d s computer 
memory c a p a c i t y and demands e x c e s s i v e t i m e t o c a r r y ou t t h e n e c e s s a r y 
c o m p u t a t i o n s i n t h e c o u r s e o f o b t a i n i n g an o p t i m a l s o l u t i o n . The 
m o d i f i e d f o r m u l a t i o n by i n t r o d u c i n g t h e a p p r o p r i a t e number o f Lag range 
m u l t i p l i e r s a c t u a l l y r e d u c e s t h e c o m p u t a t i o n a l p r o b l e m o f l a r g e s i z e 
t o a manageab le s i z e i n many c a s e s . 
The use of the Lagrange m u l t i p l i e r i n t h e above f o r m u l a t i o n a c t u a l l y 
l e a d s t o a s s i g n a p e n a l t y i n t h e fo rm o f sys tem u n r e l i a b i l i t y t o t h e 
amount o f w e i g h t u s e d , and remov ing t h e w e i g h t c o n s t r a i n t f r o m t h e 
p r o b l e m . One may f i r s t i m a g i n e t h a t t h e r e i s no c o n s t r a i n t on t h e 
amount o f w e i g h t u s e d , bu t t h a t each u n i t o f w e i g h t u s e d f o r r e d u n d a n c y 
r e s u l t s i n X u n i t s o f u n r e l i a b i l i t y b e i n g added t o t h e o v e r a l l s ys tem 
r e l i a b i l i t y . I t i s t h e n c l e a r t h a t i f X i s z e r o , one can use any 
q u a n t i t y o f w e i g h t i n an u n l i m i t e d manner , w h i l e i f X i s q u i t e l a r g e , 
one may n o t use a q u a n t i t y o f w e i g h t a t a l l b e c a u s e t h e r e s u l t i n g 
p e n a l t y i s t o o c o s t l y . 
E a c h c h o i c e o f X w i l l r e s u l t i n some v a l u e f o r t h e exponen t 
n A A A A 
o f t h e e x p o n e n t i a l t e r m i n ( 3 - 3 ) , ) W (m , a ) where m v = m 1 / ( X ) , and 
K is. K K K 
* ft 
a v = a (X) a r e t h e m a x i m i z i n g v a l u e s o f t h e m and a f o r a g i v e n v a l u e 
ft ft 
o f X . I f one can d e t e r m i n e X s u c h t h a t t h e r e l a t i o n V W 1 / ( m 1 . , a v ) = W 
K K K 
h o l d s , a s i n d i c a t e d a b o v e , one has s o l v e d t h e o r i g i n a l t w o - c o n s t r a i n t s 
p r o b l e m w i t h o u t e x p l i c i t l y i n t r o d u c i n g t h e w e i g h t c o n s t r a i n t . 
The e q u i v a l e n c e o f two f o r m u l a t i o n s can be e s t a b l i s h e d by 
p r o v i n g t h a t t h e o p t i m a l s o l u t i o n t o t h e m o d i f i e d p r o b l e m o f m a x i m i z i n g 
t h e f u n c t i o n R.. i n ( 3 - 3 ) , s a t i s f y i n g t h e r e l a t i o n g i v e n i n ( 3 - 4 ) i s i n 
89 
f a c t an o p t i m a l s o l u t i o n t o t h e o r i g i n a l p r o b l e m o f m a x i m i z i n g t h e 
f u n c t i o n R i n ( 3 - 1 ) s a t i s f y i n g t h e two c o n s t r a i n t s g i v e n i n ( 3 - 2 ) : 
ft ft 
F i r s t assume t h a t m v ( X ) , a ( A ) , f o r K = 1 , 2 , . . . , n i s a s e t o f m a x i -
m i z i n g v a l u e s o b t a i n e d f o r t h e m o d i f i e d p r o b l e m i n ( 3 - 3 ) and (3 -4 - ) , 
and f u r t h e r m o r e t h e f o l l o w i n g r e l a t i o n 
I W K ( m ^ ( A ) , a £ ( X ) ) = W ( 3 - 5 ) 
K = l 
h o l d s . No te t h e n t h a t t h e sequence {m ( A ) , a (A)} i s i n f a c t a f e a s i b l e 
s o l u t i o n t o t h e o r i g i n a l p r o b l e m i n ( 3 - 1 ) s a t i s f y i n g two c o n s t r a i n t s i n 
( 3 - 2 ) . Now suppose t h a t an o p t i m a l s o l u t i o n t o t h e o r i g i n a l p r o b l e m i n 
( 3 - 1 ) and ( 3 - 2 ) i s {m°,a°} f o r K = l , 2 , 3 , . . . , n , and 
R ( M ° , A ° ) = J Vva° ) > TT V V 3 ^ = R<M*»A*> ( 3 " 6 ) 
K=l K= l 
o o * 
where M , A , M , and A d e n o t e t h e n -component v e c t o r c o n t a i n i n g t h e 
ft ft 
o p t i m a l s o l u t i o n , r e s p e c t i v e l y . However , s i n c e {m ( A ) , a v ( A ) } i s an 
o p t i m a l s o l u t i o n t o t h e m o d i f i e d p r o b l e m i n ( 3 - 3 ) and (3-M-) , i t f o l l o w s 
t h a t 
n 
R X ( M , A ) = 
n A A 
A A 
K-1 ( 3 - 7 ) 
K—1 
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J1 V v * ^ -A I W K ( m ° , a ° ) K=l R ^ M 0 ^ 0 ) 
T h e n , s i n c e 
t h i s means 
n A A n I WK(mj(,aK) = I WK(m°,a°) = W, 
K = 1 K = 1 
A A n A, A I 1 
R ( M ' , A " ) = TT V v V - TT V v 3 ^ = r ( m °» a 0 ) ( 3 - 8 ) 
K=l K= l 
T h i s , h o w e v e r , c o n t r a d i c t s t h e r e l a t i o n i n ( 3 - 6 ) . T h e r e f o r e 
it it 
( m v ( A ) , a v ( A ) } i s an o p t i m a l s o l u t i o n t o t h e o r i g i n a l p r o b l e m i n 
( 3 - 1 ) and ( 3 - 2 ) . 
The above arguments p o i n t ou t t h e f a c t t h a t one can s i m p l y 
c h o o s e an a r b i t r a r y n o n n e g a t i v e A , f i n d a maximum o f t h e m o d i f i e d 
( L a g r a n g i a n ) f u n c t i o n h a v i n g t h e c o s t c o n s t r a i n t o n l y , and t h e n one 
h a s , as a r e s u l t , a s o l u t i o n t o t h e o r i g i n a l p r o b l e m w i t h two c o n ­
s t r a i n t s . Howeve r , i t a l s o i n d i c a t e s n o t h i n g abou t t h e manner i n 
w h i c h one c a n o b t a i n t h e maxima o f t h e m o d i f i e d f u n c t i o n , b u t m e r e l y 
a s s e r t s t h a t i f one can f i n d t h e m , t h e n one c a n a l s o have maxima o f 
t h e o r i g i n a l p r o b l e m . 
The above o b s e r v a t i o n s t h e n s u g g e s t t h e f o l l o w i n g c o m p u t a t i o n a l 
p r o c e d u r e s f o r s o l v i n g t h e r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n p r o b l e m i n ( 3 - 3 ) and 
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( 3 - 4 ) . F i r s t b e g i n by s e l e c t i n g an a r b i t r a r y n o n n e g a t i v e v a l u e o f X , 
and s o l v e t h e m o d i f i e d o n e - d i m e n s i o n a l p r o b l e m i n ( 3 - 3 ) and ( 3 - 4 ) . I f 
A A 
t h e o p t i m a l s o l u t i o n s {m , a } f o r K = l , 2 , 3 , . . . , n , f o u n d f o r ( 3 - 3 ) and 
n A A 
( 3 - 4 ) a r e s u c h t h a t t h e r e l a t i o n 7 W (m , a v ) = W h o l d s , one has o b -
K is. is. 
K=l n A 
t a i n e d an o p t i m a l s o l u t i o n t o ( 3 - 1 ) and ( 3 - 2 ) . I f 7 W ( m v , a v ) =t W, 
K = 1 K K K 
s e l e c t a new v a l u e o f X , r e s o l v i n g t h e p r o b l e m f o r t h e new v a l u e o f X , 
n ft ft 
and e x a m i n i n g t h e r e s u l t i n g 7 W ( m v S a v ) . 
- J \ J \ J \ 
K 1 • • r , * ** 
T h i s p r o c e s s i s r e p e a t e d u n t i l t h e new X y i e l d i n g ) W v(m , a v ) = W 
K=l K K K 
i s f i n a l l y f o u n d . U s u a l l y s e v e r a l i t e r a t i o n s w i l l s u f f i c e t o o b t a i n 
t h i s d e s i r e d r e s u l t , d e p e n d i n g upon t h e e f f o r t expended i n s e l e c t i n g a 
new X a t e a c h i t e r a t i o n . One may use t h e two v a l u e s o f X and two 
ft *** 
r e s u l t i n g v a l u e s o f £ W ^ ( m ^ t a ^ ) t o i n t e r p o l a t e o r e x t r a p o l a t e l i n e a r l y 
r / * * x 
t o e s t i m a t e a new t r i a l v a l u e o f X w h i c h s h o u l d p r o d u c e i ^ ( n i ^ , a ^ ) = 
One t h e n r e s o l v e s t h e p r o b l e m u s i n g t h i s new v a l u e o f X . One may p l o t 
t h e r e s u l t i n g t h r e e p o i n t s and t h u s s e l e c t a new v a l u e o f X by c o n ­
n e c t i n g t h e s e p o i n t s . 
I t i s t o be n o t e d t h a t f o r t h e c a s e t h a t m must be i n t e g r a l 
numbers s u c h as t h e c a s e c o n s i d e r e d h e r e , i t i s n o t a l w a y s t r u e t h a t 
A A 
one can f i n d t h e v a l u e o f X y i e l d i n g 7 W (m , a v ) = W, s i n c e b o t h c o n -
J \ J \ J \ 
s t r a i n t s do n o t n e c e s s a r i l y h o l d as a s t r i c t e q u a l i t y . Howeve r , one 
may p r o c e e d i n t h i s c a s e by v a r y i n g X t o make a v a l u e o f t h e o b j e c t i v e 
f u n c t i o n as l a r g e as p o s s i b l e w h i l e n o t e x c e e d i n g e i t h e r o f t h e c o n ­
s t r a i n t s , 
From a p r a c t i c a l p o i n t o f v i e w , t o o b t a i n an o p t i m a l s o l u t i o n , 
one d e t e r m i n e s by t r i a l and e r r o r a v a l u e o f X s u c h t h a t t h e e l i m i n a t e d 
c o n s t r a i n t h o l d s a s a s t r i c t e q u a l i t y . T h e n , f rom what has been p r o v e d 
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above one knows t h a t t h i s method has i n d e e d p r o v i d e d an o p t i m a l s o l u ­
t i o n t o t h e o r i g i n a l p r o b l e m . 
I t w o u l d be n o t e w o r t h y t h a t i n most c a s e s o f sys tem r e l i a b i l i t y 
a l l o c a t i o n p r o b l e m s , t h e sys tem d e s i g n e r i s n o t o n l y i n t e r e s t e d i n 
a c h i e v i n g t h e maximum sys tem r e l i a b i l i t y f o r some g i v e n l e v e l o f w e i g h t 
a l l o w a n c e , b u t r a t h e r i n e x p l o r i n g t h e e n t i r e r a n g e o f s y s t e m r e l i a ­
b i l i t i e s o b t a i n e d as a f u n c t i o n o f t h e v a r i o u s amount o f a l l o w a b l e 
sys tem w e i g h t s . I f t h i s i s t h e c a s e i n a g i v e n s i t u a t i o n , no c o m p u t a ­
t i o n a l e f f o r t s a r e w a s t e d d u r i n g t h e s e a r c h o f c o r r e c t v a l u e X . S i n c e 
e a c h v a l u e o f X s e l e c t e d e n t a i l s a c o m p l e t e s o l u t i o n o f t h e o r i g i n a l 
p r o b l e m , t h e above method w i l l i n d e e d p r o d u c e a s p e c t r u m o f t h i s d e ­
s i r e d i n f o r m a t i o n i n t h e c o u r s e o f d e t e r m i n i n g t h e c o r r e c t v a l u e o f X 
w h i c h u l t i m a t e l y l e a d s t o an o p t i m a l s o l u t i o n s a t i s f y i n g t h e w e i g h t 
c o n s t r a i n t . 
As has been p o i n t e d o u t , t h e use o f L a g r a n g e m u l t i p l i e r i s 
i n t i m a t e l y r e l a t e d t o t h e sys tem u n r e l i a b i l i t y r e s u l t i n g f rom t h e 
r e s t r i c t i o n on t h e sys tem w e i g h t . T h i s i n t e r p r e t a t i o n o f t h e L a g r a n g e 
m u l t i p l i e r w o u l d p o i n t ou t an i n t e r e s t i n g f a c t t h a t i f an i n i t i a l g u e s s 
A A 
a t X , t h e r e s u l t i n g v a l u e o f 7 W (m , a " ) i s g r e a t e r t h a n W, t h e n t h e 
K K K 
v a l u e o f X i n t h e n e x t t r i a l must be i n c r e a s e d so as t o d e c r e a s e t h e 
t o t a l sys tem w e i g h t w h i c h w i l l i n t u r n r e d u c e t h e maximum s y s t e m 
r e l i a b i l i t y a c h i e v a b l e . 
The above l o g i c a l o b s e r v a t i o n t h a t as t h e v a l u e o f t h e L a g r a n g e 
m u l t i p l i e r i n c r e a s e s , t h e r e s u l t i n g sys tem w e i g h t and s y s t e m r e l i a ­
b i l i t y w i l l d e c r e a s e can be v e r i f i e d as f o l l o w s : 
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ft ft ft ft ft ft ft ft 
A g a i n l e t M = (m ,m , . . . , 1 1 1 ^ ) , and A = ( a ^ , a 2 , . . . , a n ) be a 
v e c t o r c o n t a i n i n g a s e t o f m a x i m i z i n g v a l u e s f o r t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n 
i n ( 3 - 3 ) s u b j e c t t o t h e c o n s t r a i n t i n ( 3 - 4 ) , r e s p e c t i v e l y . Assume t h a t 
X and y a r e two p a r t i c u l a r v a l u e s o f t h e L a g r a n g e m u l t i p l i e r t h a t p r o -
ft ft ft ft 
duce t h e s o l u t i o n v e c t o r s {m ( X ) , a v ( X ) } , {m 1 . (y) ,a 1 . (y) } f o r K = l , 2 , . . . , n , 
a n d f u r t h e r m o r e i t i s assumed t h a t t h e r e l a t i o n 
I W K ( m K ( X ) , a K ( X ) ) > I W K ( m K ( y ) , a ^ ( y ) ) 
K = l K—1 
h o l d s . 
S i n c e by a s s u m p t i o n {m ( X ) , a v ( X ) } i s t h e s o l u t i o n v e c t o r p r o d u c e d 
by X , {m 1 . (X) ,a 1 / (X) } max im izes t h e m o d i f i e d ( L a g r a n g i a n ) f u n c t i o n R n f o r 
a g i v e n X , w h i c h t h e n i m p l i e s t h a t t h e r e l a t i o n 
n * 4 
- X I W K ( m ^ ( X ) , a K ( X ) ) 
R 1(M*(X),A*(X)) = R(M*(X),A*(X)) • e K = 1 
n A A 
- X I WK(m*(Y),aJc(Y)) ft ft K= 1 R(M ( y ) , A ( Y ) ) • e * 1 
ft ft ft ft 
h o l d s f o r a l l c h o i c e s o f M ( Y ) and A ( Y ) i n c l u d i n g M ( y ) and A ( y ) 
T h u s , i t f o l l o w s t h a t 
n A A 
- X I V U m " ( X ) , a ' ( X ) ) 
ft ft K=l 
R(M ( X ) , A ( X ) ) • e ^ 1 
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- A I 
R ( M * ( y ) , A ( u ) ) • e K= l 
W K ( m K ( y ) , a K ( y ) ) 
o r 
( n ft ft n * \ 
I W (m ( X ) , a ( \ ) ) - I W ( m " ( y ) , a : ( v ) ) / 
R(M ( X ) , A ( X ) ) > e K= l K K K K= l K K K J 
R ( M * ( y ) , A * ( y ) ) 
ft X 
A > e ^ ^ ( 3 - 9 ) 
ft ft ft 
I n t h e same way, upon i n t e r c h a n g i n g t h e r o l e o f M ( X ) , A (X) by M (y ) 
ft 
and A ( y ) , one o b t a i n s t h e r e l a t i o n 
ft f n A A n A A 1 I W K ( m K ( X ) , a ^ ( X ) ) - I W K ( m ^ ( y ) , a ^ ( y ) ) j R(M ( X ) , A ( X ) ) c K=l 1 N K= l - 1 Q 
R ( M * ( y ) , A * ( y ) ) 
T a k i n g t h e l o g a r i t h m o f t h e b o t h s i d e s o f i n e q u a l i t y r e l a t i o n i n ( 3 - 9 ) 
ft ft 
and ( 3 - 1 0 ) , and n o t i n g t h e a s s u m p t i o n t h a t T W (m ( X ) , a v ( X ) ) > 
ft ft 
I W K ( m ^ ( y ) , a K ( y ) ) , t h e n y i e l d s 
X < l o g R ( M * ( X ) , A * ( X ) ) - l o g R ( M * ( y ) , A * { ( y ) ) < ( 3 - 1 1 ) 
I W K ( m * ( X ) , a * ( X ) ) - I W K ( m £ ( y ) , a £ ( y ) ) 
K = l K = l 
s i n c e X and y a r e n o n n e g a t i v e r e a l n u m b e r s , t h e r e l a t i o n 
R ( M * ( X ) , A * ( X ) ) > R ( M * ( y ) , A * ( y ) ) 
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h o l d s i f 
I W K ( m K ( X ) , a ^ ( X ) ) > I WK(mK(y),a^(y)) 
K = l K = l 
o r c o n v e r s e l y i f o < X < y , t h e n 
I W K ( m * ( X ) , a * ( X ) ) > I W K ( n i * ( y ) , a * ( y ) ) 
K = l K = l 
The above argument shows t h a t g i v e n two o p t i m a l s o l u t i o n s c o r ­
r e s p o n d i n g t o two d i f f e r e n t v a l u e s o f Lag range m u l t i p l i e r , t h e r a t i o o f 
l o g a r i t h m i c change i n t h e s y s t e m r e l i a b i l i t y t o t h e change i n t h e 
w e i g h t e x p e n d i t u r e i s bounded be tween t h e two a s s o c i a t e d Lag range m u l t i ­
p l i e r s X and y . T h i s m o n o t o n i c i t y i n t h e v a l u e o f Lag range m u l t i p l i e r 
c l e a r l y i n d i c a t e s t h e d i r e c t i o n t o move i n t h e n e x t t r i a l i n o r d e r t o 
f i n d t h e c o r r e c t v a l u e o f X w h i c h u l t i m a t e l y y i e l d s t h e o p t i m a l s o l u ­
t i o n t o t h e p r o b l e m . 
Dynamic Programming A p p r o a c h 
I n t h e p r e c e d i n g s e c t i o n , i t has been a s s e r t e d t h a t t h e r e l i a ­
b i l i t y a l l o c a t i o n p r o b l e m unde r c o n s i d e r a t i o n c a n b e s t be h a n d l e d by 
t h e dynamic p rogramming t e c h n i q u e . The m a t h e m a t i c a l p r o b l e m t h a t 
a r i s e s i n t h e c h o i c e o f t h e most e f f i c i e n t r e d u n d a n c y and d e s i g n 
a l t e r n a t i v e a c h i e v i n g t h e maximum sys tem r e l i a b i l i t y i s t h a t o f m a x i ­
m i z i n g t h e f u n c t i o n o f 2n v a r i a b l e s g i v e n i n E q u a t i o n ( 3 - 1 ) s u b j e c t 
t o t h e r e l a t i o n i n ( 3 - 2 ) . 
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T h i s a l l o c a t i o n p r o b l e m i s c a l l e d a t w o - d i m e n s i o n a l p r o b l e m 
s i n c e t h e d e c i s i o n v a r i a b l e s o f i n t e r e s t a t each s t a g e must be m a x i ­
m i z e d o v e r t h e t w o - d i m e n s i o n a l r e g i o n d e f i n e d by ( 3 - 2 ) . S i n c e t h e 
r e s t r i c t i o n on t h e memory c a p a c i t y o f h i g h - s p e e d d i g i t a l compute r i s 
s u c h t h a t i t w o u l d be more p r e f e r a b l e t o c a r r y ou t a l a r g e number o f 
o n e - d i m e n s i o n a l p r o b l e m s t h a n one m u l t i - d i m e n s i o n a l p r o b l e m , i n s t e a d 
o f m a x i m i z i n g t h e f u n c t i o n i n ( 3 - 1 ) s u b j e c t t o t h e c o n s t r a i n t s i n ( 3 - 2 ) , 
t h e m o d i f i e d f o r m u l a t i o n o f t h e p r o b l e m g i v e s t h e f o l l o w i n g m a x i m i z a ­
t i o n p r o b l e m : 
M a x i m i z e t h e f u n c t i o n d e f i n e d by 
K—1 
n - X • 
( 3 - 1 2 ) 
s u b j e c t t o t h e c o n s t r a i n t 
n 
( 3 - 1 3 ) 
where m v = 1 , 2 , 3 , . . . ; a. K = 1,2 
C (m , a ) , W v ( m v , a v ) > 0 
K = 1 , 2 , 3 ,. . . , 
and X i s t h e Lag range m u l t i p l i e r , t o be d e t e r m i n e d s u c h t h a t 
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n 
I W K ( m K , a K ) = W ( 3 - 1 4 ) 
K = l 
f o r t h e m a x i m i z i n g v a l u e s o f m ,̂ and a^ , . 
I n d e v e l o p i n g a c o m p u t a t i o n a l p r o c e d u r e f o r s o l v i n g t h e above 
p r o b l e m i t i s a b s o l u t e l y e s s e n t i a l t h a t t h e p r o c e d u r e must be c a p a b l e 
t o examine e v e r y s e t o f f e a s i b l e m v and a v w h i l e n o t v i o l a t i n g t h e con-
s t r a i n t d e f i n e d by ( 3 - 1 3 ) . 
S i n c e t h e maximum o f R ( m , , m _ , . . . , m ; a . . , a 0 , . . . , a ) o v e r t h e 
1 2 ' ' n 1 ' 2 ' n 
d e f i n e d r e g i o n w i l l depend upon n and C , d e n o t e by f n ( C ) t h e a b s o l u t e 
maximum o f R i n ( 3 - 1 2 ) . Then 
n 
max 
f (C) = m , . . . ,m 
n I n 
JJ R K ( m K , a K ) • e 
K—1 
( 3 - 1 5 ) 
where t h e m a x i m i z a t i o n i s t a k e n o v e r t h e n o n n e g a t i v e i n t e g e r s m and a v 
s a t i s f y i n g t h e r e l a t i o n 
n 
I C K ( m K , a K ) < C ( 3 - 1 6 ) 
K = l 
Then t h e f u n c t i o n f n ( C ) g i v e s t h e maximum s y s t e m r e l i a b i l i t y a c h i e v e d 
f r o m n s e r i a l u n i t s when t h e t o t a l amount C o f t h e sys tem c o s t i s 
a v a i l a b l e f o r a l l o c a t i o n t o t h e s e u n i t s . 
Now s u p p o s e t h a t t h e m a x i m i z a t i o n p r o c e s s i n ( 3 - 1 5 ) p r o c e e d s as 
f o l l o w s : F i r s t s e l e c t a v a l u e o f m^ and r e s p e c t i v e l y , and h o l d i n g 
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m and a f i x e d , max im ize t h e f u n c t i o n R o v e r t h e r e m a i n i n g v a r i a b l e s 
n n • • n 
m_ , m _ , , , . ,m _ , and a . , a o S , . . , a 1 . The v a l u e s o f m., ,a. , f o r K = 1 ' 2 n -1 1 2 ' n -1 K K 
1 , 2 , . . . , n - 1 , w h i c h max im ize t h e f u n c t i o n R n unde r t h e s e c o n d i t i o n s w i l l , 
o f c o u r s e , depend upon t h e v a l u e s o f m n and a ^ a l r e a d y s e l e c t e d . Sup ­
p o s e t h a t t h i s m a x i m i z a t i o n i s p e r f o r m e d f o r e v e r y a l l o w a b l e v a l u e o f 
m and a . T h e n , o b v i o u s l y , t h e maximum o f t h e f u n c t i o n f (C) w i l l be 
n u J n 
t h e l a r g e s t o f a l l t h e R^ v a l u e s s o o b t a i n e d , and one t h u s f i n d s m^., 
a v , K = l , 2 , . . . , n w h i c h max im ize t h e f u n c t i o n . 
F o l l o w i n g t h e above s t e p s , f i r s t s e l e c t a p a i r o f v a l u e s f o r m^ 
and a n and compute t h e q u a n t i t y 
-A W (m , a ) 
n n n max 
R (m , a ) e 
n n ' n 
rai V i 




R K ( m K ' a K ) # e 
- A * w K ( m K , a K ) 
( 3 - 1 7 ) 
-AW (m , a ) 
The t e r m R (m , a )e can be f a c t o r e d o u t , s i n c e t h i s t e r m i s 
n n ' n 
no l o n g e r dependen t upon {m^,a^}, K = 1 , 2 , . . . , n - 1 . Once m^ and a n have 
been c h o s e n , t h e r e m a i n i n g s e t o f v a r i a b l e s { m v , a v } f o r K = 1 , 2 , . . . , n - 1 
must t h e n be max im i zed o v e r t h e r e g i o n d e f i n e d by 
n-1 
I C K ( m K , a K ) < C - C n ( m n , a n ) 
( 3 - 1 8 ) 
where m K = 1 , 2 , . . . ; a ^ - 1 , 2 , . . . , \ 
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But t h e q u a n t i t y 
max 
™i V i 
a i ' * * , , a n - l 
n -1 
J R K ( m K , a K ) • e 
~ X ' W K ( m K , a K ) 
K=l 
f o r n o n n e g a t i v e i n t e g e r s s a t i s f y i n g t h e above c o n s t r a i n t i n ( 3 - 1 8 ) 
depends on t h e v a l u e s o f m n and a ^ c h o s e n , o r more s p e c i f i c a l l y , on 
t h e q u a n t i t y C - C (m , a ) . T h u s , one can w r i t e 
^ J n n n ' 
max 
f _(C - C (m , a ) ) 
n -1 n n n I n i V i 





R K ^ m K ' a K ^ 
W K ( m K , a K ) 
(3-19) 
where t h e m a x i m i z a t i o n i s o v e r t h e n o n n e g a t i v e i n t e g e r s {m„ ,a „ } , 
K = 1,2 n - 1 , s a t i s f y i n g ( 3 - 1 8 ) . 
I f one can compute f , ( C - C ( m , a ) ) f o r e v e r y a l l o w a b l e v a l u e 
n -1 n n n J 
o f m and a , t h e n i t i s c l e a r t h a t an o p t i m a l c h o i c e o f m and a i s 
n n r n n 
t h e one w h i c h m a x i m i z e s ( 3 - 1 7 ) , Then i t becomes now o b v i o u s t h a t t h e 
f o l l o w i n g r e c u r r e n c e r e l a t i o n 
max 
f (C) = C (m , a ) < C 
n n n n 
a = 1 , 2 , . . . , A 
n ' n 
m = 1 , 2 , . . . 
n ' 
R (m , a ) 
n n n 
-XW (m , a ) 
n n n 
f n ( C - C (m , a )) n-1 n n n ( 3 - 2 0 ) 
j 
h o l d s f o r n = 2 , 3 , 4 , . 
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I n t h e p a r t i c u l a r c a s e o f i n t e r e s t , i t i s c l e a r t h a t 
f (0 ) = 0 f o r n = 1 , 2 , ( 3 - 2 1 ) 
and 
max 
f x ( C ) = C 1 ( m 1 , a 1 ) < C 
a ^ = 1 , 2 , . . . , A ^ 
m 1 = 1 , 2 , . . . 
-A • W 1 ( m 1 , a 1 ) 
( 3 - 2 2 ) 
h o l d s f o r C > ( ^ ( m ^ a . ^ . 
The above r e c u r r e n c e r e l a t i o n c o n n e c t i n g f n ( C ) and 3 - o r a r b i t r a r y 
n and C i s an immed ia te c o n s e q u e n c e o f B e l l m a n ' s p r i n c i p l e o f o p t i m a l i t y 
w h i c h s t a t e s t h a t an o p t i m a l p o l i c y has t h e p r o p e r t y t h a t w h a t e v e r t h e 
i n i t i a l s t a t e and i n i t i a l d e c i s i o n a r e , t h e r e m a i n i n g d e c i s i o n s must 
c o n s t i t u t e an o p t i m a l p o l i c y w i t h r e g a r d t o t h e s t a t e r e s u l t i n g f r o m 
. . 2 
t h e f i r s t d e c i s i o n . 
The r e c u r r e n c e r e l a t i o n o f ( 3 - 2 0 ) p r o v i d e s a t h e o r e t i c a l method 
f o r o b t a i n i n g t h e sequence { f ( C ) } , K = 2 , 3 , 4 , . . . , n , i n d u c t i v e l y , once 
f ^ ( C ) i s compu ted . To e v a l u a t e t h e maximum i n ( 3 - 2 0 ) , one must f i r s t 
e v a l u a t e t h e q u a n t i t y 
-A»W (m , a ) 
R (m , a ) • e n n n • f . ( C - C (m , a ) ) 
n n n n -1 n n ' n 
( 3 - 2 3 ) 
R i c h a r d E . B e l l m a n , Dynamic Programming ( P r i n c e t o n , N . J . 
t o n U n i v e r s i t y P r e s s , 1 9 5 7 ) , p . 8 3 . 
P r i n c e -
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f o r e v e r y p o s s i b l e c o m b i n a t i o n o f m^ and a ^ , and s e l e c t t h e l a r g e s t so 
* »v 
o b t a i n e d . T h e n , one can s i m u l t a n e o u s l y d e t e r m i n e m^ and a n w h i c h a r e 
t h e o p t i m a l v a l u e s o f m^ and a ^ , r e s p e c t i v e l y . T h u s , i f t h e f u n c t i o n 
f _(C - C (m , a ) ) were known , one c o u l d r e d u c e t h e p r o b l e m o f o b t a i n -
n -1 n n n 
i n g f (C) t o a m a x i m i z a t i o n o v e r j u s t a s i n g l e s e t o f v a r i a b l e s m and 
• n J O N 
a . 
n 
Now , t o compute f , ( C - C (m - a ) ) - f i r s t n o t e t h a t f , 
n -1 n n n n-1 
(C - C (m , a )) i s d e f i n e d by ( 3 - 1 9 ) , where t h e m a x i m i z a t i o n i s t a k e n 
n n n J ' 
o v e r t h e n o n n e g a t i v e r e g i o n d e f i n e d by ( 3 - 1 8 ) . F o r any a r b i t r a r y n o n -
n e g a t i v e i n t e g e r a , l e t 
f - ( a ) n -1 
max 
V - - - ' m n - l 
a l " - " a n - l 
n -1 - A « W K ( m K , a K ) 
T R K ( m K ' a K ) # 6 
( 3 - 2 4 ) 
where t h e m a x i m i z a t i o n i s c a r r i e d ou t o v e r n o n n e g a t i v e i n t e g e r s s a t i s ­
f y i n g t h e r e l a t i o n 
n -1 
I C K ( m K , a K ) < a K= l 
( 3 - 2 5 ) 
B u t , i f one p r o c e e d s j u s t as a b o v e , i t i s c l e a r t h a t 
f n - l ( o ) 
max 
C (m , a ) < a 
n - l n - l n - l U - . L U - ± I 1 - J - I -a f \ 
n _ l 1 , 2 » , , ' » n -1 I n ~ n " n ~ 
= 1.2 
-X«W .. (m n , a _ n -1 n - 1 ' n -1 
( 3 - 2 6 ) 
) 
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f . ( a - C . (m . ,a _ ))> 
n-2 n -1 n -1 n -1 ( 
where 
max 
f 0 ( S ) n-2 
n -2 
= m i " - - m n - 2 { X V V V 
" X ' W K ( m K , a K ) 
l , % , * ' a n - 2 
K=l 
( 3 - 2 7 ) 
and t h e m a x i m i z a t i o n i s now o v e r n o n n e g a t i v e i n t e g e r s mn , m O J . . . , m 
1 2 n -2 
a i ' a 2 , , , , , a n 2 s a ' t ^ s ^ y ^ n S c o n s t r a i n t g i v e n by 
n -2 
I CK(mK,aK) < 3 K=l 
( 3 - 2 8 ) 
T h e r e f o r e , i f one knows t h e f u n c t i o n f ~ ( 3 ) , t h e n f ,(a)can be 
n -2 n -1 
e v a l u a t e d f o r e v e r y v a l u e o f a by c a r r y i n g o u t t h e m a x i m i z a t i o n o v e r a 
s e t o f t h e v a r i a b l e s m . , and a n . 
n -1 n -1 
O b v i o u s l y , i t i s n e a r l y i m p o s s i b l e t o e v a l u a t e a l l v a l u e s o f 
t h e f u n c t i o n f (C) as C assumes a l l n o n - n e g a t i v e v a l u e s . T h u s , i t i s 
n 
t o be a g r e e d a t t h i s p o i n t t h a t t h e v a l u e s o f C and C v ( m 9 a v ) o n l y 
K K K 
assume i n t e g e r s , and t h u s t h e e lemen t o f t h e sequence ( f „ ( C ) } w i l l be 
K 
e v a l u a t e d a t e a c h o f t h e s e p o i n t s and o n l y t h e s e p o i n t s . 
I t i s t o be n o t e d t h a t t o e v a l u a t e f , ( a ) f o r e a c h d i f f e r e n t 
n -1 
v a l u e o f a , one must r e p e a t t h e m a x i m i z a t i o n c o m p u t a t i o n i n ( 3 - 2 6 ) . 
The c o m p u t a t i o n a l p r o c e s s u s e d above c a n be e x t e n d e d t o e v a l u a t e 
f 2 ^ ) > a n d i-s ' t o ^ e c o n t i n u e d u n t i l f i n a l l y one computes a t t h e l a s t 
1 0 3 
s t e p t h e q u a n t i t y 
max 
f ^ y ) = m 1 / R 1 ( m 1 , a 1 ) • e ( 3 - 2 9 ) 
w h e r e t h e v a r i a b l e s o f i n t e r e s t a r e c o n s t r a i n e d by t h e r e l a t i o n 
and 
C l ( m i ' a i } * Y 
m 1 = 1 , 2 , 3 , . . . ; a ± = 1 , 2 , 3 , . . . . A ^ ^ 
H o w e v e r , i n a c t u a l l y s o l v i n g t h e p r o b l e m , t h e c o m p u t a t i o n a l 
p r o c e d u r e w o u l d p r o c e e d by d e t e r m i n i n g f ^ ( y ) f i r s t , and t h e n c o m p u t e 
t h e f ^ d l ) . and f i n a l l y f n _ j _ ( a ) a n ^ f^CC). T ^ e d e t a i l e d p r o c e d u r a l 
s t e p s f o r t h e n u m e r i c a l s o l u t i o n o f t h e r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n p r o b l e m 
i s now f o r m u l a t e d a s f o l l o w s : 
F i r s t i n t r o d u c e t h e s e q u e n c e o f f u n c t i o n s d e f i n e d by 
max 
f K ( 3 ) 
l ' ° " ' a K 
7f R . ( m . , a . ) • e 
- X » W . ( m . , a . ) 
1 1 1 
J = l : i i 
( 3 - 3 0 ) 
w h e r e t h e m a x i m i z a t i o n i s c a r r i e d o u t o v e r t h e r e g i o n d e f i n e d b y 
1 0 4 
I C . ( m . , a . ) < 
j = l ^ 3 3 
( 3 - 3 1 ) 
w h e r e I TK = 1 , 2 , . . . , ; = 1 , 2 , . . . , A ^ ; J = 1 , 2 , 3 , . . . , K . 
Once f . . ( 8 ) h a s b e e n o b t a i n e d d i r e c t l y f rom ( 3 - 2 9 ) , t h e r e m a i n i n g f ^ B ) l J\ 
c a n b e c o m p u t e d b y u s i n g t h e r e c u r r e n c e r e l a t i o n 
f K ( 6 ) 
max 
m K 
~ A " W K ( m K , a K ) 
V V a K } * G * f K - l ( - C K ( m K , a K ) ) > ( 3 - 3 2 ) 
f o r K = 2 , 3 , 4 , . . . , n , and f i n a l l y o n e c a n o b t a i n f n ( C ) . 
In o r d e r t o c o m p u t e f v ( B ) i n ( 3 - 3 2 ) , i t i s t o b e n o t e d t h a t t h e 
m a x i m i z a t i o n mus t b e c a r r i e d o u t o v e r e v e r y p o s s i b l e c o m b i n a t i o n o f m 
and a when m„ and a a r e r e s t r i c t e d t o n o n n e g a t i v e i n t e g e r s s u c h t h a t 
K is. is. 
C (m , a ) < 3 . B u t , o b s e r v i n g t h a t t h e d e c i s i o n v a r i a b l e a v c a n o n l y 
t a k e o n t h e v a l u e s o f 1 , 2 , 3 , . . . , A , i t i s c l e a r t h a t £ v {?>) i n ( 3 - 3 2 ) 
is. is\ 
c a n b e w r i t t e n a s : 
f K ( B ) 
max 
C K ( m K , a K ) < 
a K = 1 , 2 , 3 , 
™ v = 1 , 2 , 3 , , 
> A 
R K ( m K , a K ) • e 
" A ' W K ( m K ' a K ) 
1 0 5 
= max 
max 
C K ( m K , l ) < 3 ^ R K ( m K 9 l ) 
m K = 1 , 2 , 3 , . . . 
-A°W (m , 1 ) 
max 
C K ( V 2 ) < 6 { 
™K = 1 , 2 , 3 , . . . 
R K ( m K , 2 ) 
-A-W (m , 2 ) 
e • f K _ x ( 3 - C K ( m K , 2 ) ) 
( 3 - 3 3 ) 
max 
C K ( V V ~ 3 ' 
m K = 1 j 2 , 3 » * * * 
-A-W (m ,A ) 
R K ( m K , A K ) • e * * * . f ^ C P - C K ( m K > A K ) ) 
w h i c h r e d u c e s t o t h e p r o b l e m o f f i n d i n g a maximum among A maximums 
o b t a i n e d f o r a g i v e n v a l u e o f a K « Then i t i s a l s o c l e a r t h a t f ^ ( 3 ) i n 
( 3 - 2 9 ) c a n b e w r i t t e n a s 
f x ( 3 ) = max 
max 
C 1 ( m 1 , l ) < 3 
m 1 = 1 , 2 , 3 , . 
max 
C 1 ( m 1 , 2 ) < 3 
m 1 = 1 , 2 , 3 , . 
max 
R 1 ( m 1 , l ) • e 
R 1 ( m 1 > 2 ) • e 
-A-W (m , 1 ) 
- A - W 1 ( m 1 , 2 ) 
C ^ m ^ ) < 3 < R ^ m ^ ) 
- A - W ^ . A ) 
m 1 = 1 , 2 , 3 , . . . 
( 3 - 3 4 ) 
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I n t h e c o u r s e o f c o m p u t i n g t h e sequence o f f u n c t i o n f „ ( & ) f o r 
K = 2 , 3 , . . . , n , one can s i m u l t a n e o u s l y o b t a i n an o p t i m a l s e t o f m and 
a ( o r a l l a l t e r n a t i v e s o l u t i o n s i f t h e s o l u t i o n i s n o t u n i q u e ) . T h i s 
K 
can be done as f o l l o w s : 
F i r s t compute t h e q u a n t i t y f^(3) i n ( 3 - 3 4 ) where i n c o m p u t i n g 
f ^ ( B ) f o r a g i v e n 3, one must e v a l u a t e m^ o v e r a l l i n t e g e r s i n t h e 
i n t e r v a l i n d i c a t e d f o r a g i v e n a ^ . 
H a v i n g computed f^(3) f o r each 3 = 0 , 1 , 2 , . . . , C , d e n o t e by 
m (̂3) and a^(3), t h e v a l u e ( s ) o f m^ and a ^ f o r w h i c h 
-A -W (m (3),a (3)) fx(3) = R 1(m 1(3),a 1(3)) • e 1 1 1 ( 3 - 3 5 ) 
t h a t i s , m (̂3) and a (̂3) a r e t h e v a l u e s o f m^ and a ^ w h i c h max im ize 
- A - W 1 ( m 1 , a 1 ) 
t h e f u n c t i o n R^ (m^ ,a^ ) e , when t h e amount 3 o f t h e sys tem 
c o s t i s a v a i l a b l e f o r a l l o c a t i o n t o t h e u n i t , and m^ and a ^ a r e c o n ­
s t r a i n e d by C ^ m ^ a ^ ) < 3. 
The r e s u l t s o f t h e c o m p u t a t i o n f o r t h e f i r s t s t a g e can now be 
a r r a n g e d c o n v e n i e n t l y i n a t a b u l a r f o rm s u c h a s T a b l e 1 . I f one w i s h 
t o o b t a i n a l l a l t e r n a t i v e s o l u t i o n s p r o v i d e d t h a t t h e s o l u t i o n t o 
( 3 - 3 4 ) i s n o t u n i q u e , one can so r e c o r d a l l t h e a l t e r n a t i v e s o l u t i o n s 
i n T a b l e 1 . 
The r i g h t - m o s t co lumn g i v e s t h e c u m u l a t i v e w e i g h t when u s i n g 
t h e o p t i m a l p o l i c y o f m (̂3) and a (̂3) f o r a g i v e n 3, and i s d e t e r m i n e d 
by t h e r e l a t i o n 
WK(3) = WK(mK(3),aK(3)) + - C K ( m K ( B ) , a K ( B ) ) ) ( 3 - 3 6 ) 
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T a b l e 1 . F i r s t S tage P o l i c y T a b l e 
X 3 f x ( 3 ) m .^3 ) a (8 ) 
0 f ^ O ) ^ ( 0 ) ^ ( 0 ) ^ ( 0 ) 
1 f ^ l ) ^ ( 1 ) ^ ( 1 ) w^i) 
2 f x ( 2 ) ^ ( 2 ) ^ ( 2 ) W x ( 2 ) 
3 
• 
^ ( 3 ) 
• • 





f x ( c ) 
• • 
^ ( C ) 
• 
w ^ c ) 
f o r K = 2 ,3 , 4 , . . . , n . I n p a r t i c u l a r f o r K = 1 , one has 
W 1 ( 3 ) = W 1 ( m 1 ( 3 ) , a i ( 3 ) ) ( 3 - 2 7 ) 
and f o r K = n 
n ft ft 
V C ) = I V V V ( 3 " 2 8 ) 
K-1 
h o l d s , where m v and a a r e t h e o p t i m a l p o l i c y i n t h e K t h s t a g e , 
K K 
r e s p e c t i v e l y . I t i s t o be n o t e d t h a t t h e v a l u e o f W v ( $ ) i n t h e above 
p o l i c y t a b l e i s t h e one c o n t i n u o u s l y u p d a t e d as t h e s t a g e c o m p u t a t i o n s 
p r o g r e s s , w h i c h i s s i m i l a r t o f ( 3 ) , b u t n o t a s e t o f v a l u e s f o r o p t i m a l 
K 
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p o l i c y o f m^ and a ^ . The q u a n t i t y w n ( C ) i n ( 3 - 3 8 ) i s t h e v a l u e o f 
r ft ft 
) W (m ,a , . ) u s e d t o d e t e r m i n e t h e n e x t v a l u e o f Lag range m u l t i p l i e r X . 
K K K 
Once t h e W ( 3 ) t a b l e i s c o n s t r u c t e d a t e a c h s t a g e , i t may be 
p r e f e r a b l e f o r a s m a l l - s i z e d i g i t a l computer n o t t o s t o r e a l l i n t e r ­
m e d i a t e c o m p u t a t i o n a l r e s u l t s i n c l u d i n g t h e o p t i m a l p o l i c y a t e a c h 
s t a g e e x c e p t t h e W ( 3 ) t a b l e w h i l e s e a r c h i n g f o r a ' c o r r e c t v a l u e o f 
L a g r a n g e m u l t i p l i e r X w h i c h y i e l d s an o p t i m a l s o l u t i o n t o t h e p r o b l e m . 
Upon d e t e r m i n i n g t h e c o r r e c t X , t h e c o m p u t a t i o n c a n be done a g a i n , 
s t o r i n g t h i s t i m e a l l o p t i m a l p o l i c y t a b l e s . 
H a v i n g o b t a i n e d f ^ ( 3 ) , one now p r o c e e d s t o compute f 2 ( 3 ) f o r 
e v e r y 3 = 0 , 1 , 2 , . . . , C , u s i n g t h e r e c u r r e n c e r e l a t i o n g i v e n i n ( 3 - 3 3 ) . 
Thus 
f 2 ( 3 ) = max 
max 
C 2 ( m 2 , l ) < 3 
m 2 = l - * 2 * 3 * ' 
R 2 ( m 2 , l ) • e 
- X - W 2 ( m 2 , l ) 
• f 1 ( 3 - C 2 ( m 2 , l ) ) \ 
max 
C 2 ( m 2 , 2 ) < 
m 2 = 1 , 2 , 3 , . 
3 / R 2 ( m 2 , 2 ) • e 
- X - W 2 ( m 2 , 2 ) 
• f 1 ( 3 - C 2 ( m 2 , 2 ) ) > 
(3-39) 
max 
C 2 ( m 2 , A 2 ) < 3 
m
2
 = J - * 2 ' 3 * ' • 
-X -W (m ,A ) 
< V m 2 , A ) • e • f 1 (3-C 2 (m , A 2 ) ) ) 
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In c a r r y i n g o u t t h e m a x i m i z a t i o n i n ( 3 - 3 9 ) , one l e t s m^ assume a l l 
i n t e g e r s i n t h e i n t e r v a l d e f i n e d , and c o m p u t e s , f o r a g i v e n a ^ , t h e 
q u a n t i t y 
-X -W (m , a ) 
R 2 ( m 2 , a 2 ) • e • f ^ p - C ^ m ^ ) ) ( 3 - 4 0 ) 
f o r e a c h v a l u e o f m 2 , and s e l e c t s t h e l a r g e s t o f t h e s e v a l u e s so o b ­
t a i n e d . R e p e a t i n g t h e same m a x i m i z a t i o n f o r e v e r y v a l u e o f a 2 = 
1 , 2 , 3 , . . . , A 2 , and o b t a i n s f2(3) w h i c h i s t h e l a r g e s t o f t h e s e A 2 v a l u e s 
A. 
f o r a g i v e n 3. S i m u l t a n e o u s l y , one a l s o d e t e r m i n e s t h e v a l u e s o f m2(3) 
and a2(3) w h i c h a r e t h e m a x i m i z i n g v a l u e s o f f 2(3), r e s p e c t i v e l y . 
I t i s t o be n o t e d t h a t t o o b t a i n f 2(3), one needs t o know f i r s t 
f^(3 - C 2 ( m 2 , a 2 ) ) f o r a l l i n t e g r a l v a l u e s t h a t m 2 t a k e s o n . Note a l s o 
t h a t t h e q u a n t i t y 3 - C 2 ( m 2 , a 2 ) , w h i c h a p p e a r s as t h e argument o f f i s 
a l s o a n o n n e g a t i v e i n t e g e r s i n c e i t was o r i g i n a l l y assumed t h a t t h e 
f u n c t i o n C K ( m K , a K ) assumes o n l y i n t e g r a l v a l u e s f o r K = l , 2 , 3 , . . . , n . 
S i n c e one has a l r e a d y e v a l u a t e d f^(3) f o r e v e r y i n t e g e r 3 = 0 , 1 , 2 , . . . , C , 
one c a n r e a d i l y o b t a i n t h e v a l u e o f f^(3 - C 2 ( m 2 , a 2 ) ) f r o m t h e T a b l e 1 
by r e a d i n g t h e v a l u e o f f^(3) c o r r e s p o n d i n g t o t h e number 3 - C 2 ( m 2 , a 2 ) 
i n 3 c o l u m n . One i s t h u s a b l e t o c o n s t r u c t t h e t a b l e o f t h e same fo rm 
as T a b l e 1 f o r f 2(3), m2(3), a2(3), and W2(3). 
The n e x t s t e p i s t o compute fg(3) f o r each 3 = 0 , 1 , 2 , . . . , C , by 
means o f t h e r e c u r r e n c e r e l a t i o n i n ( 3 - 3 3 ) f o r K = 3 , and a l s o u s i n g 
t h e t a b l e s f o r f2(3). The t a b l e s o f fg(3), m 3(3), ag(3) and 
W (3) can t h e n be c o n s t r u c t e d a t t h i s p o i n t . T h i s p r o c e d u r e i s r e p e a t e d 
O 
u n t i l one i s f i n a l l y r e a d y t o e v a l u a t e fn(3). A t t h i s p o i n t one needs 
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o n l y t o e v a l u a t e f ^ C ) u n l e s s one i s p a r t i c u l a r l y i n t e r e s t e d i n a 
s e n s i t i v i t y a n a l y s i s t o see how t h e q u a n t i t y o f C a v a i l a b l e i n f l u e n c e s 
t h e o p t i m a l s o l u t i o n f o r a g i v e n r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n p r o b l e m . The 
ft A ft 
v a l u e fh (C) = m and a (C) = a , t h a t i s , t h e v a l u e s o f m and a 
n n n n n n 
ft ft 
w h i c h y i e l d f (C ) i s t h e n s i m p l y m and a 
J n r J n n 
ft ft 
H a v i n g o b t a i n e d m^ and a ^ , t h e r e m a i n i n g n -1 v a r i a b l e s must 
s a t i s f y t h e r e l a t i o n 
n-1 
I C . ( m . , a . ) < 
j = l 3 3 J 
C - C (m , a ) ( 3 - 4 1 ) 
n n n 
m maximizing 
n - 1 . - A « W . ( m . , a . ) 
If R (m a ) e 3 3 3 
j = l 
Bu t t h i s maximum i s s i m p l y f ,(C-C(m,a)), and t h e vaJ.uer. of" m 
n - l n n n n -1 
and a .. w h i c h y i e l d s f . (C - C (m . a ) ) a r e m ., (C - C Cm ,a )), and 
n -1 J n -1 n n ' n n -1 n n 9 n ' 
ft ft 
a _(C - C (m , a ) ) , r e s p e c t i v e l y . 
n -1 n n n r J 
T h e r e f o r e 
m „ i = m „ n ( C " C (m ,a )) ( 3 - 4 2 ) n -1 n -1 n n n 
a * = a (C - C (m , a ) ) 
n -1 n -1 n n n 
w h i c h c a n be r e a d d i r e c t l y f r o m t h e t a b l e o f m . . ( 8 ) and a , ( 3 ) f o r 
n -1 n -1 
I l l 
C - C (m , a ) . I n t h e same w a y , one o b t a i n s 
n n n 
it it it it it 
m' = m . (C - C (m , a " ) - C A m 1 , a .. ) ) n -2 n -2 n n ' n n -1 n - 1 ' n-1 
it ~ it it it it 
a _ = a . (C - C (m , a ) - C . (m . , a n ) ) n -2 n -2 n n n n-1 n-1 n-1 
and i n g e n e r a l 
IIT = in „ (C - I C (m* . , a ° . ) ) ( 3 - 4 3 ) 





it * - - — A 
a ' = a „ (C - £ C . ( n f . a " . ) ) 
n - K n - K n - t n - t n - t 
ft it 
Thus one has o b t a i n e d a l l t h e m and a v f o r K = l , 2 , 3 , . . . , n . 
K K 
Maximum sys tem r e l i a b i l i t y a c h i e v e d by u s i n g t h e o p t i m a l p o l i c y 
i s t h e n s i m p l y 
it it it it it it A-W (C) R(m^,m2\...,nT, a ^ a ^ , . . . , a ^ ) = f n ( C ) • e ( 3 - 4 4 ) 
w i t h r e s p e c t t o a g i v e n L a g r a n g e m u l t i p l i e r A , s i n c e W (C) = 
n A A 
I W K ( m ; , a ^ ) . 
K—1 
The c o m p u t a t i o n a l p r o c e d u r e d e s c r i b e d above makes i t p o s s i b l e t o 
d e t e r m i n e t h e o p t i m a l p o l i c y a s s o c i a t e d w i t h t h e g i v e n n - s e r i a l u n i t 
sys tem f o r a g i v e n v a l u e o f t h e Lag range m u l t i p l i e r A . As has been 
n o t e d , t h e r e i s no p r e c i s e p r e s c r i p t i o n as t o what v a l u e o f A w i l l 
p r o d u c e a d e s i r e d o p t i m a l s o l u t i o n t o t h e p r o b l e m , s a t i s f y i n g t h e 
r e l a t i o n 
1 1 2 
( 3 - 4 5 ) 
I f t h e f i r s t g u e s s i s X , and W ( C ; X ) > W, t h e n o n e s h o u l d i n c r e a s e ° o n o 
f o r t h e n e x t t r i a l s o a s t o d e c r e a s e t h e t o t a l s y s t e m w e i g h t . I f o n e 
c a n f i n d a X s u c h t h a t t h e e l i m i n a t e d w e i g h t c o n s t r a i n t h o l d s a s an 
e q u a l i t y , t h e n from what h a s b e e n p r o v e d i n t h e p r e c e d i n g s e c t i o n , 
t h e s o l u t i o n s o o b t a i n e d i s i n d e e d an o p t i m a l s o l u t i o n t o t h e p r o b l e m . 
In many c a s e s , l i n e a r i n t e r p o l a t i o n u s i n g t h e t w o p r e v i o u s v a l u e s 
o f X. s a y , X., , and X. and t h e r e s u l t i n g v a l u e s o f W ( C ; X n ) and W ' • ' 1 * 2 n 1 n 
( C ; X^) w i l l p r o v i d e a g o o d e s t i m a t e f o r t h e t h i r d and s u b s e q u e n t v a l u e s 
o f X w h i c h s h o u l d y i e l d ^ ( C ; X) = W. The l i n e a r i n t e r p o l a t i o n f o r m u l a 
f o r d e t e r m i n i n g a n e x t v a l u e , X , i s g i v e n by 
U s u a l l y o n e c a n c o n v e r g e on t h e c o r r e c t v a l u e o f X in f i v e o r s i x 
i t e r a t i o n s , and t h u s s o l v e t h e p r o b l e m . 
The c o m p u t a t i o n a l p r o c e d u r e a b o v e s h o w s t h a t i n c o m p u t i n g t h e 
e l e m e n t s o f t h e s e q u e n c e (f..(3)}, K = 1 , 2 , 3 , 0 . . , n - l , t h e v a l u e o f 
f u n c t i o n must be t a b u l a t e d f o r a l l 3 = 0 , 1 , 2 , . . . , C . U n l e s s o n e i s 
p a r t i c u l a r l y i n t e r e s t e d i n a s e n s i t i v i t y s t u d y o f t h e o p t i m a l s o l u t i o n , 
a l l t h a t i s u l t i m a t e l y r e q u i r e d i s f ^ C ) . H o w e v e r , t o o b t a i n f ( C ) , 
o n e mus t c a r r y o u t a m a x i m i z a t i o n o v e r m and a and c o m p u t e f 
J n n n - 1 
(C - C (m , a ) ) f o r a l l m and a s u c h t h a t C (m , a ) < C. The v a l u e 
n n ' n n n n n n 
o f t h e a r g u m e n t 3, f o r w h i c h o n e n e e d s f ,(3) w i l l , o f c o u r s e , d e p e n d s 
W R ( C ; X 2 ) - W n ( C ; X 1 ) 
(W - W n ( C ; X 1 ) ) ( 3 - 4 6 ) 
1 1 3 
on C (m , a ) . 
n n* n 
I f t h e c o s t o f t h e n t h f u n c t i o n a l u n i t f o r a l l a l t e r n a t i v e s . i s 
u n i t y * o n e must know f n ( 3 ) f o r a l l 3 = 0 , 1 , 2 , . . . , C - 1 . On t h e o t h e r 
h a n d , i f t h e v a l u e s o f C and C (m , a ) t a k e on o n l y e v e n n u m b e r s , o n e 
' n n ' n J 
n e e d s o n l y t o e v a l u a t e t h e f u n c t i o n f o r e v e n numbers o f 3 * For e a c h 3 
f o r w h i c h f , ( 3 ) i s n e e d e d , o n e a l s o n e e d s f _ ( 3 - C . ( m . , a . ) ) 
n - 1 n - 2 n - 1 n - 1 n - 1 
f o r a l l n o n n e g a t i v e i n t e g e r s m . , and a . s u c h t h a t C . ( m . , a . ) 
n - 1 n - 1 n - 1 n - 1 n - 1 
< 3 . I t t h e n b e c o m e s e v i d e n t t h a t f o r a l a r g e number o f v a r i a b l e s i t 
i s v i r t u a l l y i m p o s s i b l e t o t r a c e b a c k t o d e t e r m i n e p r e c i s e l y what v a l u e 
o f 3 o n e n e e d s t o t a b u l a t e f v ( 3 ) a t e a c h s t a g e „ T h u s , i n s t e a d o f 
m a k i n g t h i s d e t a i l e d a n a l y s i s , i t i s much more p r e f e r a b l e t o t a b u l a t e 
f ( 3 ) f o r e a c h v a l u e o f B f rom z e r o t o C 6 I n t h i s way o n e c a n a l w a y s 
ix 
g u a r a n t e e h a v i n g a l l n e c e s s a r y v a l u e s o f f v ( 3 ) i n t h e s u c c e e d i n g com­
ix 
p u t a t i o n s . 
S i n c e a t e a c h s t a g e one n e e d s t o e v a l u a t e f v ( 3 ) f o r 
ix 
3 = 0 , 1 , 2 , . . . , C , t h e o r i g i n a l r e s t r i c t i o n t h a t t h e f u n c t i o n C (m , a ) 
ix ix K 
must t a k e on i n t e g r a l numbers w i l l e n s u r e t h a t t h e a r g u m e n t s o f t h e 
f v ( 3 ) a r e a l w a y s i n t e g e r s . T h i s r e q u i r e m e n t w i l l make i t e a s y t o 
d e t e r m i n e t h e s e t o f v a l u e s f o r w h i c h ^ ( 3 ) n e e d s t o b e e v a l u a t e d . 
ix 
T h i s r e s t r i c t i o n a c t u a l l y d o e s n o t p r e s e n t any p r o b l e m i n p r a c t i c e , 
s i n c e t o an a r b i t r a r y d e g r e e o f a c c u r a c y i n m e a s u r i n g t h e c o s t , t h i s 
c a n a l w a y s b e a c c o m p l i s h e d w i t h o u t d i f f i c u l t y . The r e s t r i c t i o n 
m e r e l y p r e s e n t s a p r o b l e m o f p r o p e r l y s e l e c t i n g t h e m o n e t a r y d e n o m i ­
n a t i o n i n m e a s u r i n g t h e c o s t s o a s t o e n s u r e t h e i n t e g r a l v a l u e s . 
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D i s c u s s i o n on t h e C o m p u t a t i o n a l P r o c e d u r e s 
I t i s now e v i d e n t f r o m t h e f o r e g o i n g d i s c u s s i o n s t h a t t h e 
dynamic p rogramming a p p r o a c h t o s o l v i n g t h e r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n 
p r o b l e m i s an e f f i c i e n t c o m p u t a t i o n a l a l g o r i t h m and a l w a y s y i e l d s an 
o p t i m a l s o l u t i o n t o t h e p r o b l e m . Once t h e u n i t r e l i a b i l i t y f u n c t i o n 
R (m , a ) , and t h e c o n s t r a i n t f u n c t i o n C v ( m , a ) a r e s p e c i f i e d , t h e 
K K K K K K 
q u a n t i t y 3 o f t h e c o s t a v a i l a b l e f o r a l l o c a t i o n t o t h e K s t a g e s i s 
t h e o n l y p a r a m e t e r w h i c h i n f l u e n c e s t h e d e c i s i o n v a r i a b l e s m v and a 
a t e a c h s t a g e . Thus t h e q u a n t i t y 3 d e s c r i b e s t h e s t a t e o f t h e sys tem 
and i s o f t e n c a l l e d s t a t e v a r i a b l e . 
The dynamic p rogramming a p p r o a c h u s e d h e r e n o t o n l y s o l v e s t h e 
sys tem r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n p r o b l e m f o r l , 2 , . . . , n s t a g e s , bu t a t 
t h e same t i m e , d e t e r m i n e s f o r e a c h K < n an o p t i m a l s o l u t i o n f o r 
e v e r y v a l u e o f 3 up t o t h e g i v e n amount C o f t h e c o s t u l t i m a t e l y 
a v a i l a b l e f o r a l l n s t a g e s . T h i s b a s i c f e a t u r e o f t h e c o m p u t a t i o n a l 
p r o c e d u r e c l e a r l y i n d i c a t e s t h e i m p o r t a n t f a c t t h a t a d d i t i o n o f one 
more u n i t t o t h e e x i s t i n g sys tem o r any change i n t h e v a l u e o f t h e 
p a r a m e t e r s i n t h e p r o b l e m does n o t p r e s e n t any p r o b l e m as f a r as 
t h e c o m p u t a t i o n a l e f f o r t i s c o n c e r n e d . The n a t u r e o f t h e dynamic 
p rogramming a p p r o a c h i s s u c h t h a t t h e o p t i m a l s o l u t i o n f o r n + 1 
s t a g e s i s o b t a i n e d f r o m t h e e x i s t i n g o p t i m a l s o l u t i o n f o r n s t a g e s b y 
s i m p l y a d d i n g t h e (n + 1 ) s t s t a g e and mak ing use o f t h e e x i s t i n g 
s o l u t i o n f o r n s t a g e s . 
I t i s r a t h e r common t h a t i n t h e e a r l y phases o f t h e sys tem d e ­
s i g n , t h e sys tem d e s i g n e r i s n o t o n l y c o n c e r n e d w i t h t h e o p t i m a l 
a l l o c a t i o n s o f t h e sys tem r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t f o r any p r e d e t e r m i n e d 
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l e v e l o f sys tem c o s t o r sys tem w e i g h t p a r a m e t e r , bu t a l s o a l l o w i n g 
t h e p a r a m e t e r t o v a r y o v e r a c r i t i c a l range o f v a l u e s , and t h e n o b ­
s e r v i n g how t h e o p t i m a l s o l u t i o n i s a f f e c t e d by t h e s e changes i n t h e 
p a r a m e t e r . T h i s a s p e c t o f t h e p r o b l e m i s i n t i m a t e l y c o n n e c t e d w i t h 
t h e c o n c e p t o f a s e n s i t i v i t y a n a l y s i s . 
U n l e s s one has a f a i r l y s i m p l e and e x p l i c i t a n a l y t i c a l s o l u t i o n 
t o t h e p r o b l e m , i t i s p r a c t i c a l l y i m p o s s i b l e t o o b t a i n t h i s s o r t o f 
i n f o r m a t i o n t h r o u g h t h e c o n v e n t i o n a l a p p r o a c h . I n t h i s r e s p e c t , t h e 
dynamic p rogramming a p p r o a c h makes i t p o s s i b l e w i t h o u t a d d i n g much 
c o m p u t a t i o n a l e f f o r t t o s u p p l y a v a r i e t y o f i m p o r t a n t i n f o r m a t i o n on 
t h e s e n s i t i v i t y . a n a l y s i s . T h i s i s b e c a u s e t h e o p t i m a l s o l u t i o n by 
t h e dynamic p rogramming a p p r o a c h i s a l w a y s g i v e n as a f u n c t i o n o f 
t h e b a s i c sys tem p a r a m e t e r C and n , and c o n s e q u e n t l y a l a r g e c l a s s o f 
s e n s i t i v i t y a n a l y s i s i n f o r m a t i o n a u t o m a t i c a l l y a c c o m p a n i e s t h e o p t i m a l 
s o l u t i o n i n t h e c o u r s e o f c o m p u t a t i o n . 
I t m igh t be e n t i r e l y p o s s i b l e t o s e t up t h e dynamic p rogramming 
f o r m u l a t i o n o f t h e p r e s e n t p r o b l e m even i f one had n o t i n t r o d u c e d a t 
t h e o u t s e t t h e Lag range m u l t i p l i e r w h i c h r e s u l t s i n a r e m o v a l o f t h e 
w e i g h t c o n s t r a i n t , and r e d u c e s by one t h e d i m e n s i o n a l i t y o f t h e p r o b ­
l e m . However , i t i s t o be n o t e d i n t h i s c a s e t h a t t h e s t a t e f u n c t i o n s 
f ( 8 , u ) a r e t h e maximum r e l i a b i l i t y a c h i e v e d f r o m f i r s t K s t a g e s when 
3 and u u n i t s o f s y s t e m c o s t and s y s t e m w e i g h t , r e s p e c t i v e l y , a r e 
a v a i l a b l e f o r a l l o c a t i o n t o t h e s e s t a g e s , and a r e now f u n c t i o n s o f 
two a r g u m e n t s . 
F o r t h e one s t a t e p a r a m e t e r p r o b l e m w h i c h has been d i s c u s s e d 
so f a r , i t i s , i n g e n e r a l , n e c e s s a r y t o compute and t a b u l a t e f v ( & ) 
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and a s s o c i a t e d m (3) and av(3) f o r e v e r y 3 = 0 , 1 , 2 , . . . C . E x a c t l y t h e 
same a r g u m e n t a p p l i e s t h a t f o r t h e a l l o c a t i o n p r o b l e m h a v i n g t w o s t a t e 
p a r a m e t e r s , i t may b e n e c e s s a r y t o t a b u l a t e f^CBjU) and m v(3 ,y) and 
a (3,y) f o r e v e r y p o s s i b l e c o m b i n a t i o n o f 3 and y , w h e r e 3 now r a n g e s 
o v e r 0 , 1 , 2 , . . . , C , and y a l s o r a n g e s o v e r 0 , 1 , 2 , . . . , W . 
T h u s , i f i t i s p o s s i b l e f o r b o t h 3 and y t o a s s u m e 500 d i f f e r e n t 
v a l u e s , t h e n t h e t o t a l o f 2 5 0 , 0 0 0 m a x i m i z a t i o n c o m p u t a t i o n s mus t b e 
c a r r i e d o u t a t e a c h s t a g e , w h e r e a s o n l y 500 s u c h c o m p u t a t i o n s a r e r e ­
q u i r e d f o r t h e same s i t u a t i o n when o n e c a n r e d u c e t h i s p r o b l e m t o t h e 
o n e - d i m e n s i o n a l p r o b l e m . The e f f o r t r e q u i r e d f o r c o m p u t i n g and t a b u ­
l a t i n g f^(3,y) may e a s i l y b e a t l e a s t 500 t i m e s a s g r e a t a s t h e ; 
c o r r e s p o n d i n g c a s e o f t h e o n e - d i m e n s i o n a l p r o b l e m . 
Any a t t e m p t t o c o m p u t e i n a s t r a i g h t f o r w a r d way and s t o r e t h e s e \ 
I 
v a l u e s o f f (3,y) i n t h e c o m p u t e r may b e p r o h i b i t e d from t h e h u g e ' 
memory r e q u i r e m e n t s e v e n i n t h e m o d e r a t e - s i z e d i g i t a l c o m p u t e r . Some­
t i m e s , j u s t a s i n g l e t a b l e o f f (3,y) c o u l d e a s i l y e x c e e d t h e memory 
c a p a c i t y o f t h e h i g h - s p e e d c o m p u t e r , t h u s r e q u i r i n g t h e u s e o f m a g n e t i c ; 
t a p e w h i c h u n d o u b t e d l y s l o w s down t h e c o m p u t a t i o n a l s p e e d o f t h e 
c o m p u t e r . 
T h e r e f o r e , i t c a n b e s a f e l y a s s e r t e d t h a t r e d u c t i o n o f t h e 
d i m e n s i o n a l i t y o f t h e p r o b l e m by i n t r o d u c i n g t h e L a g r a n g e m u l t i p l i e r 
i n d e e d r e q u i r e s c o n s i d e r a b l y l e s s work t h a n t h e s t r a i g h t f o r w a r d 
f o r m u l a t i o n o f t h e p r o b l e m . One c o u l d t r y 200 o r more v a l u e s o f X 
b e f o r e t h e c o m p u t a t i o n a l e f f o r t m i g h t b e c o m p a r a b l e w i t h t h e s t r a i g h t ­
f o r w a r d m e t h o d . F u r t h e r m o r e , a s h a s b e e n n o t e d , e a c h v a l u e o f X w h i c h 
h a s b e e n s e l e c t e d a s a t r i a l v a l u e w i l l y i e l d an o p t i m a l s o l u t i o n t o 
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t h e p r o b l e m w i t h a s p e c i f i e d l e v e l o f sys tem w e i g h t . 
I t may be n e c e s s a r y t o a d j u s t t h e v a l u e o f X by t r i a l and e r r o r 
t o a c h i e v e any g i v e n l e v e l o f w e i g h t c o n s t r a i n t s t a t e d i n a d v a n c e , bu t 
each c o m p u t a t i o n f o r a g i v e n v a l u e o f X i s by no means w a s t e f u l , and 
t h e s e c o m p u t a t i o n s r a t h e r f u r n i s h i m p o r t a n t ' i n f o r m a t i o n on t h e s e n s i ­
t i v i t y o f t h e o p t i m a l s o l u t i o n f o r a r a n g e o f t h e w e i g h t c o n s t r a i n t . 
Some N u m e r i c a l R e s u l t s 
I n t h e p r e c e d i n g s e c t i o n t h e a c t u a l s t e p s o f a c o m p u t a t i o n a l 
s o l u t i o n t o t h e sys tem r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n p r o b l e m a r e d e s c r i b e d i n 
d e t a i l . In o r d e r t o i l l u s t r a t e t h i s c o m p u t a t i o n a l p r o c e d u r e , a f o l l o w ­
i n g h y p o t h e t i c a l sys tem r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n p r o b l e m i s c o n s i d e r e d . 
The s y s t e m u n d e r c o n s i d e r a t i o n c o n s i s t s o f 14 f u n c t i o n a l u n i t s w h i c h 
a r e c o n n e c t e d i n s e r i e s , and f a i l u r e p r o b a b i l i t y o f e a c h u n i t i n t h e 
sys tem i s assumed t o be i n d e p e n d e n t . 
I f m o f t h e i d e n t i c a l u n i t s a r e u s e d as a p a r a l l e l r e d u n d a n c y 
K 
i n t h e K t h u n i t , t h e r e l i a b i l i t y o f t h e K t h u n i t i s g i v e n by 
m 
R K = [ 1 - ( 1 - R K . ) ] 
where R ^ d e n o t e s t h e u n i t r e l i a b i l i t y o f t h e K th u n i t u s i n g j t h 
d e s i g n a l t e r n a t i v e . I t i s f u r t h e r assumed t h a t a u n i t o f t h e K th u n i t 
u s i n g J t h d e s i g n a l t e r n a t i v e c o s t s C ^ . and w e i g h s . 
G i v e n t h e t o t a l amount o f 130 u n i t s o f sys tem c o s t and 170 u n i t s 
o f sys tem w e i g h t c o n s t r a i n t s , t h e r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n p r o b l e m i s t o 
f i n d t h e opt imum number o f r e d u n d a n c y t o use and t h e opt imum d e s i g n 
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a l t e r n a t i v e a t e a c h s t a g e w h i c h w i l l r e s u l t i n t h e g r e a t e s t s y s t e m 
r e l i a b i l i t y w h i l e k e e p i n g t h e t o t a l c o s t and w e i g h t l e s s t h a n t h e 
g i v e n amount . The n e c e s s a r y i n p u t d a t a f o r t h i s p r o b l e m a r e summar ized 
i n T a b l e 2 . 
The d e t a i l e d p r o c e d u r a l s t e p s f o r compu t i ng t h e opt imum s o l u t i o n 
t o t h e p r o b l e m a r e d i s p l a y e d i n t h e f l o w c h a r t shown i n t h e n e x t s e c ­
t i o n . T h i s f l o w c h a r t i s u s e d f o r t h e computer p rogramming o f t h e 
p r o b l e m . T a b l e 3 i s a r e p r o d u c t i o n o f t h e s e c t i o n o f t h e computer 
o u t p u t t a b l e s h o w i n g t h e v a l u e s o f t h e f u n c t i o n s f ^ ( C ) 9 m ^ ( C ) , 
a 1 1 + ( C ) and W ^ C C ) . 
T a b l e 4 , t h e n , p r e s e n t s t h e o p t i m a l s o l u t i o n t o t h e p r o b l e m . 
The v a l u e o f Lag range m u l t i p l i e r X w h i c h y i e l d s t h e r e q u i r e d s y s t e m 
w e i g h t o f 170 u n i t s and t h u s g i v e s t h e o p t i m a l s o l u t i o n t o t h e r e l i a ­
b i l i t y a l l o c a t i o n p r o b l e m i s 0 . 0 0 1 2 . 
T o t a l s ys tem c o s t a s s o c i a t e d w i t h t h e o p t i m a l p o l i c y i s 1 1 9 , 
and t h e t o t a l sys tem w e i g h t i s 170 . System r e l i a b i l i t y a s s o c i a t e d 
w i t h t h e o p t i m a l p o l i c y f o u n d i n T a b l e 4 i s t h e n 
X-W (130) 
R = f 1 1 + ( 1 3 0 ) • e 
0 .0012 x 170 
= ( 0 . 7 9 1 0 ) • e 
= 0 .9700 
In t h e c o u r s e o f s e a r c h i n g f o r a c o r r e c t v a l u e o f t h e L a g r a n g e 
m u l t i p l i e r X , w h i c h s h o u l d y i e l d a sys tem w e i g h t o f 170 u n i t s , s e v e r a l 
1 1 9 
T a b l e 2 . N u m e r i c a l I n p u t D a t a f o r a R e l i a b i l i t y 
A l l o c a t i o n P r o b l e m 
Funct iona l 
U n i t DESIGN ALTERNATIVE ( J ) 
( I ) 
R C W R C W R C W R C W 
1 0 . 9 0 1 3 0 . 9 3 1 4 0 . 9 1 2 2 0 . 9 5 2 5 
2 0 . 9 5 2 8 0 . 9 4 1 10 0 . 9 3 1 9 * * * 
3 0 . 8 5 2 7 0 . 9 0 3 5 0 . 8 7 1 6 0 . 9 2 4 4 
4 0 . 8 3 3 5 0 . 8 7 4 6 0 . 8 5 5 4 * * * 
5 0 . 9 4 2 4 0 . 9 3 2 3 0 . 9 5 3 5 * * * 
6 0 . 9 9 3 5 0 . 9 8 3 4 0 . 9 7 2 5 0 . 9 6 2 4 
7 0 . 9 1 4 7 0 . 9 2 4 8 0 . 9 4 5 9 * * * 
8 0 . 8 1 3 4 0 . 9 0 5 7 0 . 9 1 6 6 * * * 
9 0 . 9 7 2 8 0 . 9 9 3 9 0 . 9 6 4 7 0 . 9 1 3 8 
10 0 . 8 3 4 6 0 . 8 5 4 5 0 . 9 0 5 6 * * * 
1 1 0 . 9 4 3 5 0 . 9 5 4 6 0 . 9 6 5 6 * * * 
12 0 . 7 9 2 4 0 . 8 2 3 5 0 . 8 5 4 6 0 . 9 0 5 7 
13 0 . 9 8 2 5 0 . 9 9 3 5 0 . 9 7 2 6 * * * 
14 0 . 9 0 4 6 0 . 9 2 4 7 0 . 9 5 5 6 0 . 9 9 6 9 
* D e n o t e s n o d e s i g n a l t e r n a t i v e a v a i l a b l e f o r t h i s u n i t . 
1 2 0 
T a b l e 3 . V a l u e s o f t h e F u n c t i o n s 
f 1 4(c), a 1 ( C ) , and W n i ( C ) f o r X -14 = o.oo: 
C o s t 
C 
f 1 4 ( C ) 
m 1 4 ( C ) a 1 4 ( C ) 
90 0 . 7 7 7 1 1 4 1 5 7 
91 0 . 7 7 8 5 1 4 1 5 4 
92 , 0 . 7 7 9 1 1 4 1 6 1 
93 0 . 7 7 9 6 2 3 1 5 3 
94 0 . 7 8 0 2 2 3 1 6 0 
95 0 . 7 8 1 6 2 ' 3 1 5 7 
96 0 . 7 8 2 2 2 3 1 6 4 
97 0 . 7 8 2 6 2 3 1 5 7 
98 0 . 7 8 3 1 2 3 1 6 4 
99 0 . 7 8 3 6 2 3 1 5 0 
1 0 0 0 . 7 8 4 2 2 3 157 
1 0 1 0 . 7 8 5 6 2 3 1 5 4 
102 0 . 7 8 6 2 2 3 1 6 1 
1 0 3 0 . 7 8 6 6 
CM
 3 1 5 4 
1 0 4 0 . 7 8 7 2 2 3 1 6 1 
1 0 5 0 . 7 8 7 4 2 3 1 5 7 
1 0 6 0 . 7 8 7 9 2 3 1 6 4 
1 0 7 0 . 7 8 7 9 2 3 1 6 4 
108 0 . 7 8 8 5 2 3 1 5 9 
1 0 9 0 . 7 8 8 6 2 3 168 
1 1 0 0 . 7 8 9 3 2 3 1 6 2 
1 1 1 0 . 7 8 9 3 2 3 1 6 2 
1 1 2 0 . 7 8 9 5 2 3 162 
1 1 3 0 . 7 8 9 9 2 3 166 
1 1 4 0 . 7 9 0 2 2 3 1 6 6 
115 0 . 7 9 0 2 2 3 166 
116 0 . 7 9 0 4 2 3 1 6 6 
117 0 . 7 9 0 8 2 3 1 7 0 
1 1 8 0 . 7 9 0 8 2 3 170 
1 1 9 0 . 7 9 1 0 2 3 170 
1 2 0 0 . 7 9 1 0 2 3 170 
1 2 1 0 . 7 9 1 0 2 3 1 7 0 
1 2 2 0 . 7 9 1 0 2 3 1 7 0 
1 2 3 0 . 7 9 1 0 2 3 1 7 0 
1 2 4 0 . 7 9 1 0 2 3 1 7 0 
1 2 5 0 . 7 9 1 0 2 3 1 7 0 
1 2 6 0 . 7 9 1 0 2 3 1 7 0 
1 2 7 0 . 7 9 1 0 2 3 170 
1 2 8 0 . 7 9 1 0 2 3 170 
1 2 9 0 . 7 9 1 0 2 3 1 7 0 
130 0 . 7 9 1 0 2 3 170 
C) 
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T a b l e 4 . S o l u t i o n o f t h e R e l i a b i l i t y A l l o c a t i o n P r o b l e m 
U n i t Number 
K 
Number o f 
U n i t s R e q u i r e d 
m K 
D e s i g n 
A l t e r n a t i v e 
ft 
1 3 3 
2 2 1 
3 3 4 
4 3 3 
5 3 2 
6 2 2 
7 2 1 
8 4 1 
9 2 3 
10 3 2 
11 2 1 
12 4 1 
13 2 2 
14 2 3 
T a b l e 5 . Maximum System R e l i a b i l i t i e s f o r V a r i o u s 
V a l u e s o f L a g r a n g e M u l t i p l i e r s 
L a g r a n g e 
M u l t i p l i e r 
Maximum System 
R e l i a b i l i t y System C o s t System We igh t 
X R C W 
0 .0004 0 .9864 130 191 
0 .0005 0 .9864 130 191 
0 .0006 0 .9815 130 182 
0 .0007 0 .9815 130 182 
0 .0008 0 .9792 127 179 
0 .0009 0 .9792 127 179 
0 .0010 0 .9764 125 176 
0 .0011 0 .9744 121 174 
0 .0012 0 .9700 119 170 
0 .0013 0 .9700 119 170 
0 .0014 0 .9646 116 166 
0 .0015 0 .9589 112 162 
0 .0016 0 .9546 110 159 
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L a g r a n g e M u l t i p l i e r , A(10 ) 
F i g u r e 4 . System R e l i a b i l i t y and We igh t as a F u n c t i o n 
o f L a g r a n g e M u l t i p l i e r 
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Maximum System 




150 160 170 180 190 200 
A l l o w a b l e Amount o f System W e i g h t , W 
F i g u r e 5 . Maximum System R e l i a b i l i t y as a 
F u n c t i o n o f System W e i g h t . 
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v a l u e s o f X have been t r i e d , and t h e r e s u l t i n g summary o f t h e s o l u t i o n s 
i s shown i n T a b l e 5 . As has b e e n v e r i f i e d e a r l i e r , i t i s a l s o s e e n 
f r o m t h e d a t a i n T a b l e 5 t h a t maximum sys tem r e l i a b i l i t y and t o t a l 
s y s t e m w e i g h t w i l l d e c r e a s e as t h e v a l u e o f Lag range m u l t i p l i e r i n ­
c r e a s e s . I n F i g u r e 4 , maximum sys tem r e l i a b i l i t y and t o t a l s ys tem 
w e i g h t a r e p l o t t e d as a f u n c t i o n o f t h e Lag range m u l t i p l i e r t o demon­
s t r a t e t h i s m o n o t o n i c i t y i n X . F i g u r e 5 shows how t h e maximum sys tem 
r e l i a b i l i t y depends upon t h e a l l o w a b l e amount o f sys tem w e i g h t , and 
t h u s g i v e s a f a i r l y good p i c t u r e on t h e s e n s i t i v i t y o f t h e o p t i m a l 
s o l u t i o n . 
As a s e c o n d n u m e r i c a l e x a m p l e , t h e f o l l o w i n g h y p o t h e t i c a l s y s t e m 
c o n s i s t i n g o f 20 f u n c t i o n a l u n i t s i s c o n s i d e r e d . A g a i n i t i s assumed 
t h a t maximum a l l o w a b l e amount o f sys tem c o s t i s 130 u n i t s , and t h e 
sys tem w e i g h t i s 233 u n i t s . The i n p u t d a t a u s e d i s p r e s e n t e d i n T a b l e 
6 . 
The o p t i m a l s o l u t i o n f o r t h i s r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n p r o b l e m 
i s t h e n shown i n T a b l e 7 . The v a l u e o f Lag range m u l t i p l i e r a s s o c i a t e d 
w i t h t h e o p t i m a l s o l u t i o n i s 0 . 0 0 1 . The t o t a l s ys tem c o s t and t o t a l 
sys tem w e i g h t a s s o c i a t e d w i t h t h e opt imum p o l i c y f o u n d above i s 130 
and 233 u n i t s , r e s p e c t i v e l y . Maximum s y s t e m r e l i a b i l i t y i s t h e n 
X-W (130) 
R = f 2 0 ( 1 3 0 ) • e 2 0 
= ( 0 , 7 5 1 1 ) • e 0 * 0 0 1 X 2 3 3 
= 0 .9481 
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T a b l e 6 . N u m e r i c a l I n p u t Da ta f o r a H y p o t h e t i c a l System 
Functional DESIGN ALTERNATIVE ( J ) 
U n i t 1 2 3 4 
( I ) R C W R C W R C W R C W 
1 0 .90 1 
CO 0 .93 1 4 0 .91 2 2 0 .95 2 5 
2 0 .95 2 8 0 .94 1 10 0 .93 1 9 ft ft ft 
3 0 .85 2 7 0 .90 3 5 0 .87 1 6 0 .92 4 4 
4 0 . 8 3 3 5 0 .87 4 6 0 .85 5 4 ft ft ft 
5 0 .94 2 4 0 . 9 3 2 3 0 .95 3 5 ft ft 
6 0 .99 3 5 0 .98 3 4 0 .97 2 5 0 .96 2 4 
7 0 .91 4 7 0 .92 4 8 0 .94 5 9 A ft ft 
00 0 .81 3 4 0 .90 5 7 0 .91 6 6 & ft ft 
9 0 .97 2 8 0 .99 3 9 0 .96 4 7 0 .91 3 8 
10 0 .83 4 6 0 .85 4 5 0 .90 5 6 ft ft ft 
11 0 .94 3 5 0 .95 4 6 0 .96 5 6 ft ft ft 
12 0 .79 2 4 0 .82 3 5 0 .85 4 6 0 .90 5 7 
13 0 .98 2 5 0 .99 3 5 0 .97 2 6 ft ft ft 
14 0 .90 4 6 0 .92 4 7 0 .95 5 6 0 .99 6 9 
15 0 .91 1 5 0 .92 2 4 0 .94 3 6 ft ft ft 
16 0 .90 2 4 0 .91 3 5 0 .92 4 4 ft ft ft 
17 0 .87 1 2 0 .88 2 4 0 .90 2 5 0 .91 3 6 
18 0 .85 2 4 0 .87 2 5 0 .94 3 7 ft ft ft 
19 0 .92 3 5 0 .97 4 6 0 .98 4 8 ft ft A 
20 0 .90 1 4 0 .92 2 5 0 .94 2 6 0 .95 3 7 
* Deno tes no f o u r t h d e s i g n a l t e r n a t i v e a v a i l a b l e . 
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T a b l e 7 . O p t i m a l S o l u t i o n o f t h e P r o b l e m 
F u n c t i o n a l Number o f 
U n i t U n i t s ' ' D e s i g n 
Number To y s e A l t e r n a t i v e 




2 2 1 
CO 2 4 
4 3 1 
5 3 2 
6 2 4 
7 2 1 




10 3 2 
11 2 1 
12 4 1 
13 2 1 
14 2 3 
15 3 2 
16 3 1 
17 3 1 
18 3 1 
19 2 2 
20 3 1 
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The compute r t i m e expended i n t h e c o m p u t a t i o n o f t h e above p r o b l e m i s 
seven m i n u t e s , whereas t h e t i m e f o r t h e p r e v i o u s p r o b l e m w i t h 1 4 - u n i t 
sys tem i s f i v e m i n u t e s f o r two v a l u e s o f Lag range m u l t i p l i e r , The 
ALGOL P rog ram used i n t h e c o m p u t a t i o n o f t h e above p r o b l e m i s i n c l u d e d 
i n t h e A p p e n d i x . 
C o n c l u d i n g Remarks 
W i t h t h e a p p l i c a t i o n o f t h e f u n c t i o n a l a l l o c a t i o n m e t h o d , sys tem 
d e s i g n e r s can o b t a i n a f i r s t s e t o f n u m e r i c a l r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s 
f o r t h e ma jo r f u n c t i o n a l equ ipment l e v e l s . However , t h e a p p l i c a t i o n 
o f t h i s method w i l l o n l y y i e l d e a r l y d e c i s i o n s f o r t h e r e l i a b i l i t y r e ­
q u i r e m e n t s a t t h e s e l e v e l s , and must t h e r e f o r e be r e v i e w e d and m o d i f i e d 
e a r l y i n t h e d e s i g n s t a g e s as soon as t h e d e t a i l e d f e a s i b i l i t y s t u d y 
d i s c l o s e s t h e d i s c r e p a n c i e s be tween a l l o c a t e d r e q u i r e m e n t and i m p r o v e ­
ment f e a s i b i l i t y . The most i n t e r e s t i n g c a s e a r i s e s when t h e r e a r e 
s e v e r a l d e s i g n a l t e r n a t i v e s a v a i l a b l e f o r a c h i e v i n g t h e needed l e v e l 
o f r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s i n c l u d i n g t h e c o n v e n t i o n a l a p p r o a c h o f 
e m p l o y i n g r e d u n d a n c y f o r t h e weak u n i t s . 
I n t h i s c h a p t e r , a r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n method has been 
d e v e l o p e d t o s o l v e t h e p r o b l e m o f s u p p l e m e n t a r y r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n s 
w i t h i n t h e f u n c t i o n a l equ ipment g roups when (a ) t h e r e a r e a number o f 
d e s i g n a l t e r n a t i v e s f o r a c h i e v i n g t h e n e e d e d l e v e l o f r e l i a b i l i t y r e ­
q u i r e m e n t s , and (b ) t h e r e a l s o e x i s t t h e c o n s t r a i n t s on sys tem c o s t s 
and w e i g h t s i n a g i v e n s y s t e m . The r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n p r o b l e m 
f o r m u l a t e d i n E q u a t i o n s ( 3 - 1 ) and ( 3 - 2 ) , t h e n , i s t o s e l e c t t h e d e s i g n 
a l t e r n a t i v e and t h e l e v e l o f r e d u n d a n c y a t e a c h subsys tem i n s u c h a 
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way as t o max imize t h e o v e r a l l sys tem r e l i a b i l i t y . 
The dynamic programming a p p r o a c h t o t h i s m u l t i - s t a g e a l l o c a t i o n 
p r o b l e m i s b e l i e v e d t o be an e f f i c i e n t one s i n c e t h e c o m p u t a t i o n a l 
scheme i n v o l v e d i s s i m p l e , p r a c t i c a l , e a s i l y i m p l e m e n t e d , and y e t 
y i e l d s t h e e x a c t s o l u t i o n t o t h e p r o b l e m . The method d e s c r i b e d i n 
t h i s c h a p t e r i s a l s o a p p l i c a b l e t o a c l a s s o f s e q u e n t i a l d e c i s i o n 
p r o b l e m s i n v o l v i n g two d i s c r e t e d e c i s i o n v a r i a b l e s w i t h a s e t o f 
c o n s t r a i n t s . 
The m o d i f i e d f o r m u l a t i o n o f t h e p r o b l e m shown i n E q u a t i o n s 
( 3 - 3 ) and ( 3 - 4 ) i n an a t t emp t t o r e d u c e t h e d i m e n s i o n a l i t y o f t h e 
p r o b l e m w i l l r e d u c e t h e amount o f c o m p u t a t i o n a l e f f o r t c o n s i d e r a b l y , 
and t h i s r e d u c t i o n i s e s p e c i a l l y i m p r e s s i v e as t h e number o f s t a g e s 
i n t h e sys tem i n c r e a s e s . Whenever t h e m o d i f i e d a l l o c a t i o n p r o b l e m 
i s s o l v e d f o r a g i v e n s e t o f t h e Lag range m u l t i p l i e r s , a b y - p r o d u c t 
o f t h e c a l c u l a t i o n o f t h e o p t i m a l p o l i c y i s a s e t o f s t a t e v a l u e s 
(the v a l u e s o f an e l i m i n a t e d c o n s t r a i n t f u n c t i o n i n t h e o p t i m a l p o l i c y ) 
t h a t p e r m i t t h e s e n s i t i v i t y a n a l y s i s i n t h e g i v e n c i r c u m s t a n c e s . I n 
most c a s e s o f t h e sys tem r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n s , t h i s s e n s i t i v i t y 
a n a l y s i s i s more i n t e r e s t i n g and u s e f u l t h a n s o l v i n g t h e p r o b l e m f o r 
a p a r t i c u l a r v a l u e o f t h e c o n s t r a i n t . 
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F l o w C h a r t f o r t h e C o m p u t a t i o n a l P r o c e d u r e s 
D e s c r i p t i o n o f I npu t D a t a 
N = number o f f u n c t i o n a l u n i t s i n t h e sys tem 
C = maximum a l l o w a b l e amount o f money 
X = L a g r a n g e m u l t i p l i e r 
A ( I ) = number o f d e s i g n a l t e r n a t i v e s a v a i l a b l e f o r t h e J t h f u n c t i o n a l 
u n i t 
R ( I , J ) = u n i t r e l i a b i l i t y o f t h e J t h u n i t , u s i n g t h e J t h d e s i g n 
a l t e r n a t i v e 
C ( I , J ) = u n i t c o s t o f t h e J t h u n i t , u s i n g t h e e 7 t h d e s i g n a l t e r n a t i v e 
W ( I , J ) = u n i t w e i g h t o f t h e J t h u n i t , u s i n g t h e J t h d e s i g n a l t e r n a t i v e 
Read 
N , C , R ( I , J ) , 
C ( I , J ) , W ( I , J ) 
f o r a l l J and J 
Read 
X 
f ( C ) <- 1 
W(C) «- 0 
f o r C = 0 , 1 , 2 , " 
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1 + 1 
C < 0 
J «- 1 
«- R ( I , J ) 
C f «- C ( I , J ) 
w «- W ( I , J ) 
L «- - 1 . 0 
IS 
a > 0? 
Y e s 
m -<- 1 
no 
> r 
m «- 0 




max (J ) <- L 
m(J ) + m 1 
J + J + 1 
IS 
J > A ( I ) ? 
/ 1 5 ^ 
V max(K) > D ? J 
no 
K «- K + 1 
IS 
K > A ( I ) ? 
1 
D « - i 
E «- i 
G <- . 
n a x ( l ) 
n (1 ) 
L 
K <- 2 
y e s 
D «- max(K) 
E <- m(K) 
G «- K 
• 
y e s 
s(c) < - D 
m ( I , C ) E 
a ( I , C ) «- G 
SS(C) + E - W ( I , G ) + W ( C - E - C ( I , G ) ) 
no 
C «- C + 1 
IS 
c > c 
yes 
1 3 2 
n o 
f ( R ) + S ( R ) 
W(R) «- S S ( R ) 
f o r R = 0 , 1 , 2 , ' • • , C 
I + I + 1 
L _ 
I S 
I > N? 
y e s 
P r i n t t h e t a b l e s o f 
f ( C ) , m ( N , C ) , a ( N , C ) , W(C) 
f o r C = 0 , 1 , 2 , 3 , * • • ,C 
Y «- C 
Y «-
Q •«- N 
m*(Q) «- m(Q,Y) 
a * ( Q ) «- a ( Q , Y ) 
Q «- Q - l 
n o I S 
Q < 1? 
y e s 
1 3 3 
* 




- f ( C ) . e X " S ( 5 ) 
• 
P r i n t t h e t a b l e s o f 
m * ( Q ) , a * ( Q ) 
f o r Q = 1 , 2 , 3 , " - , N 
_ , , , „j 






R E L I A B I L I T Y ALLOCATION BASED ON THE SYSTEM COSTS 
P r e l i m i n a r y C o n s i d e r a t i o n s 
The f u n c t i o n a l a l l o c a t i o n method d e s c r i b e d i n C h a p t e r I I 
p e r m i t s n u m e r i c a l a l l o c a t i o n s o f sys tem r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s a t 
t h e f u n c t i o n a l equ ipment l e v e l . W i t h i n t h e r e s t r i c t i o n s o f s y s t e m 
c o s t s and o t h e r p e r f o r m a n c e r e q u i r e m e n t s , t h e r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n s 
so o b t a i n e d can be u s e d i n s o l v i n g a r e l i a b i l i t y p r o b l e m a s s o c i a t e d 
w i t h t h e deve lopment o f an e f f e c t i v e sys tem f o r t h e u l t i m a t e u s e r . 
The e x t e n t t o w h i c h t h e method w i l l s e r v e t h i s p u r p o s e l a r g e l y depends 
upon t h e manner i n w h i c h i t i s i n t e r p r e t e d and imp lemen ted i n a g i v e n 
s y s t e m . 
The f u n c t i o n a l a l l o c a t i o n method i s l a r g e l y c o n c e r n e d w i t h t h e 
s t a t e - o f - t h e - a r t and f u n c t i o n a l r o l e o f t h e ma jo r sys tem e l e m e n t s 
j u d g e d f r om p r e v i o u s e x p e r i e n c e s and t h e i r p r o j e c t e d use i n a f u t u r e 
sys tem a p p l i c a t i o n . G e n e r a l l y , t h e s e a r e n o t t h e o n l y dominan t f a c t o r s 
i n f l u e n c i n g t h e i n i t i a l a l l o c a t i o n s o f t h e sys tem r e l i a b i l i t y . The 
c o n c e p t s o f c o s t and sys tem e f f e c t i v e n e s s have become i n c r e a s i n g l y 
i m p o r t a n t i n r e c e n t y e a r s . T h e r e i s a g r o w i n g awa reness t h a t r e l i a ­
b i l i t y i s n o t an e n t i t y w h i c h can be i s o l a t e d f r om t h e t o t a l s y s t e m . 
A p r i m e o b j e c t i v e i n t h e d e s i g n and c o n s t r u c t i o n o f any sys tem 
i s t h a t i t be c a p a b l e o f p e r f o r m i n g i t s i n t e n d e d f u n c t i o n a t t h e 
l o w e s t p o s s i b l e sys tem c o s t . In t h i s c o n t e x t , i n t r o d u c t i o n o f a 
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sys tem c o s t c o n c e p t i n t h e r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n p r o c e s s i s e s s e n t i a l 
f o r s u c h p u r p o s e s as (a ) c o m p a r i n g a l t e r n a t i v e d e s i g n p o l i c i e s , (b ) 
m i n i m i z i n g r e l e v a n t sys tem c o s t s w h i c h v a r y w i t h t h e l e v e l o f a l l o c a t e d 
r e l i a b i l i t y , and ( c ) d e t e r m i n i n g t h e number o f subsys tems t h a t a r e r e ­
q u i r e d i n a g i v e n s y s t e m . 
W i t h i n any sys tem deve lopmen t p r o g r a m , i n d i v i d u a l s r e s p o n s i b l e 
f o r a l l o c a t i n g s y s t e m r e l i a b i l i t y a r e f a c e d w i t h a c o n t i n u a l s e r i e s o f 
compromises be tween r e l i a b i l i t y and sys tem c o s t s . By b u i l d i n g a 
sys tem w i t h h i g h e r r e l i a b i l i t y , i n i t i a l i n v e s t m e n t c o s t s o b v i o u s l y 
i n c r e a s e . On t h e o t h e r h a n d , t h i s a d d i t i o n o f r e l i a b i l i t y a t t h e 
expense o f h i g h e r i n i t i a l i n v e s t m e n t c o s t s s h o u l d l o w e r t h e s u p p o r t 
c o s t s o v e r t h e u s e f u l l i f e o f a s y s t e m . T h u s , t h i s t y p e o f t r a d e - o f f 
be tween two c o s t s i n v o l v e d i s o f t e n r e q u i r e d a t t h e ma jo r f u n c t i o n a l 
equ ipment and s u p p o r t sys tem l e v e l s t o s e l e c t t h e b e s t d e s i g n a l t e r ­
n a t i v e e a r l y i n t h e deve lopment p r o g r a m . 
The c o n c e p t u a l a p p r o a c h o f an a l l o c a t i o n mode l b a s e d on t h e 
sys tem c o s t s w o u l d be t o a p p o r t i o n t h e a l l o w a b l e sys tem f a i l u r e r a t e 
( c o r r e s p o n d i n g t o t h e s p e c i f i e d sys tem r e l i a b i l i l i t y r e q u i r e m e n t ) 
among t h e c o n s t i t u e n t subsys tems i n such a way as t o m i n i m i z e t h e t o t a l 
sys tem c o s t s . In t h i s c h a p t e r , i t i s i n t e n d e d t o d e v e l o p a r e l i a b i l i t y 
a l l o c a t i o n method b a s e d on t h e r e l e v a n t s y s t e m c o s t s w h i c h i s c o n s i s t ­
en t and a p p l i c a b l e t o v a r i o u s t y p e s o f s y s t e m s , r a t h e r t h a n a method 
w h i c h i s d e t a i l e d enough f o r use i n t h e p a r t i c u l a r s y s t e m . The 
emphas is i s t h e r e f o r e on t h e deve lopmen t o f a c o n c e p t u a l f ramework o f 
t h e a l l o c a t i o n p r o c e d u r e . 
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The R e l e v a n t C o s t E l e m e n t s I n v o l v e d 
i n t h e A l l o c a t i o n 
I n o r d e r t o t r a n s l a t e t h e r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n p r o b l e m i n t o a 
m a t h e m a t i c a l p r o b l e m o f m i n i m i z i n g a t o t a l s y s t e m c o s t f u n c t i o n , i t i s 
n e c e s s a r y f i r s t t o i d e n t i f y t h e s e p a r a t e e l e m e n t s o f s y s t e m c o s t s w h i c h 
v a r y w i t h c h a n g e s i n t h e a l l o c a t e d s u b s y s t e m f a i l u r e r a t e s , and t h e n t o 
d e r i v e a m a t h e m a t i c a l form t h a t i s b o t h s u f f i c i e n t l y f l e x i b l e t o a p p r o x i ­
m a t e a w i d e r a n g e o f c o m p l e x c o s t r e l a t i o n s h i p s , and s u f f i c i e n t l y s i m p l e 
t o a l l o w a m a t h e m a t i c a l s o l u t i o n t o t h e p r o b l e m . 
I d e a l l y , a s p e c i f i c c o s t f u n c t i o n w h i c h c a n be u s e d t o d e t e r m i n e 
a n u m e r i c a l c o s t v a l u e f o r a g i v e n l e v e l o f s u b s y s t e m f a i l u r e r a t e 
s h o u l d b e and c a n be d e r i v e d u s i n g c o n v e n t i o n a l s t a t i s t i c a l t e c h n i q u e s . 
H o w e v e r , t h e number o f o b s e r v a t i o n s a v a i l a b l e from h i s t o r i c a l c o s t 
d a t a i n many p r a c t i c a l s i t u a t i o n s i s s e l d o m s u f f i c i e n t l y l a r g e t o 
a p p l y s t a t i s t i c a l m e t h o d s s u c h a s r e g r e s s i o n . Even t h o u g h t h e a v a i l ­
a b i l i t y o f s u c h h i s t o r i c a l c o s t d a t a i s s e v e r e l y l i m i t e d i n many c a s e s , 
e m p i r i c a l e v i d e n c e s u p p o r t e d by e n g i n e e r i n g e x p e r i e n c e s s h o u l d a t l e a s t 
b e t h e b a s i s f o r t h e d e r i v a t i o n o f a c o s t f u n c t i o n w h i c h g i v e s r e a s o n ­
a b l e and c o m p a r a b l e r e s u l t s . 
S i n c e t h e o p e r a t i o n o f a p r o p o s e d s y s t e m , a f t e r i t h a s b e e n 
b u i l t , w i l l c o n t i n u e o v e r r e l a t i v e l y l o n g p e r i o d s o f t i m e , i t i s c o n ­
s i d e r e d i m p o r t a n t t o d i s t i n g u i s h b e t w e e n t h e way i n w h i c h r e l e v a n t 
s y s t e m c o s t s a r e i n c u r r e d f o r o n e - t i m e i n i t i a l i n v e s t m e n t s and t h e 
r e q u i r e m e n t s f o r c o n t i n u i n g r e g u l a r a n n u a l o p e r a t i n g e x p e n s e s . T h i s 
d i s t i n c t i o n b e t w e e n o n e - t i m e i n i t i a l i n v e s t m e n t c o s t s and a n n u a l 
r e c u r r i n g c o s t s i s u s e f u l n o t o n l y f o r d e t e r m i n i n g t h e e x t e n t t o w h i c h 
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t h e r e a r e d i f f e r e n c e s i n t h e t o t a l amounts o f money o r r e s o u r c e s b u t 
a l s o f o r t h e p u r p o s e o f p r o v i d i n g a b a s i s f o r judgment so t h a t one can 
c l e a r l y i d e n t i f y t h o s e e l e m e n t s o f c o s t w h i c h must be met e a c h t i m e 
p e r i o d i f t h e sys tem i s t o c o n t i n u e i n o p e r a t i o n , as d i s t i n g u i s h e d f r om 
o n e - t i m e i n v e s t m e n t s . 
O n e - t i m e i n i t i a l i n v e s t m e n t c o s t s i n c l u d e s u c h o u t l a y s as s u b ­
sys tem R e s e a r c h and D e v e l o p m e n t , e n g i n e e r i n g , ha rdware f a b r i c a t i o n 
and i n s t a l l a t i o n , and s u b s y s t e m t e s t c o s t s . Subsystem R e s e a r c h and 
Deve lopment c o s t s r e f e r t o t h e o u t l a y r e q u i r e d f o r t h e b a s i c and 
a p p l i e d r e s e a r c h i n c l u d i n g t h e c o s t s o f R £ D f a c i l i t i e s and p r o t o ­
t y p e d e v e l o p m e n t . The c o s t s f o r e n g i n e e r i n g and ha rdware f a b r i c a t i o n 
and i n s t a l l a t i o n r e p r e s e n t p r i m a r i l y t h e c o s t s o f e n g i n e e r i n g , 
f a b r i c a t i o n , t o o l i n g and i n s t a l l a t i o n . Subsys tem t e s t c o s t s c o n s i s t 
o f s u c h o u t l a y s as r e q u i r e d f o r p e r f o r m i n g t h e subsys tem r e l i a b i l i t y 
t e s t s , e v a l u a t i n g t h e t e s t r e s u l t s , and b u i l d i n g t e s t f a c i l i t i e s 
and i n s t r u m e n t a t i o n . 
I n c o n t r a s t w i t h o n e - t i m e i n i t i a l i n v e s t m e n t c o s t s , d i f f e r e n t 
c o s t e l e m e n t s a re l e s s dominan t i n p e r i o d i c r e c u r r i n g c o s t s . S i n c e 
t h e r e i s a s u b s t a n t i a l d i f f e r e n c e i n t h e r e s o u r c e demands o f two k i n d s 
o f e x p e n d i t u r e s f o r t h e a n n u a l o p e r a t i n g c h a r g e s and f o r t h e c o s t 
a s s o c i a t e d w i t h t h e subsys tem f a i l u r e s , a n n u a l r e c u r r i n g c o s t s a r e 
d i v i d e d i n t o two c a t e g o r i e s : 
(A) The p e r i o d i c o p e r a t i n g c o s t s r e p r e s e n t i n g p r i m a r i l y t h e 
c o s t s o f r e p l a c e m e n t o f subsys tem components due t o wear and t e a r , 
pay and a l l o w a n c e s f o r o p e r a t i o n and m a i n t e n a n c e c r e w s , f u e l and 
l u b r i c a n t s , and o t h e r a d m i n i s t r a t i v e c o s t s . 
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(B) The p e r i o d i c f a i l u r e c o s t s r e p r e s e n t i n g t h e expenses o f 
r e p a i r i n g o r r e p l a c i n g t h e f a i l e d subsys tems as w e l l as t h e l o s s , i f 
a n y , s u f f e r e d by t h e f a i l u r e o f an e n t i r e sys tem o w i n g t o t h e s u b ­
sys tem f a i l u r e . 
C o n s i d e r a t i o n o f t h e k i n d s o f r e l e v a n t sys tem c o s t s i n v o l v e d i n 
t h e r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n p r o b l e m s u g g e s t s t h a t a U - s h a p e d s y s t e m c o s t 
c u r v e i s r e q u i r e d . F o r e x a m p l e , a n n u a l o p e r a t i n g c o s t and f a i l u r e c o s t 
a r e b o t h h i g h when t h e subsys tem f a i l u r e r a t e i s h i g h , and o n e - t i m e 
i n i t i a l i n v e s t m e n t i s h i g h a l s o when t h e s u b s y s t e m f a i l u r e r a t e i s l o w . 
T h u s , somewhere be tween t h e s e two e x t r e m e s , t h e comb ined c o s t s a r e 
i n v a r i a b l y a t a minimum. 
I n o r d e r t o have a s i m p l e r e l a t i o n s h i p be tween t h e r e l e v a n t 
s y s t e m c o s t s and a l l o c a t e d f a i l u r e r a t e s , i t i s c o n v e n i e n t t o i n t r o d u c e 
t h e v a r i a b l e , r e l a t i v e f a i l u r e r a t e , d e f i n e d as t h e r a t i o o f b a s e 
f a i l u r e rate"*" t o a l l o c a t e d f a i l u r e r a t e . R e l a t i v e f a i l u r e r a t e f o r t h e 
j t h s u b s y s t e m , x_., i s t h u s e x p r e s s e d by 
f . 
x . = ^1 ( 4 - 1 ) 
j 
where f_. = b a s e f a i l u r e r a t e f o r t h e j t h subsys tem 
f j = a l l o c a t e d f a i l u r e r a t e f o r t h e j t h subsys tem 
The r e l a t i v e f a i l u r e r a t e w h i c h g i v e s a measure o f d e p a r t u r e f r o m t h e 
Base f a i l u r e r a t e i s o b t a i n a b l e f r om t h e e x i s t i n g f a i l u r e d a t a 
o r m a n u f a c t u r e r s o f t h e s y s t e m . M I L - S T D - 2 1 7 p r o v i d e s an e x t e n s i v e l i s t 
o f f a i l u r e r a t e s f o r t h e e l e c t r o n i c e q u i p m e n t . 
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F i g u r e 6 . One-Time I n i t i a l I n v e s t m e n t C o s t a s a 
F u n c t i o n o f R e l a t i v e F a i l u r e R a t e 
1 4 0 
c u r r e n t s t a t e - o f - t h e - a r t i s l e s s t h a n u n i t y when t h e a l l o c a t e d f a i l u r e 
r a t e i s h i g h e r t h a n t h e b a s e f a i l u r e r a t e , and i s e q u a l t o u n i t y when 
t h e a l l o c a t e d f a i l u r e r a t e i s t h e same a s t h e b a s e f a i l u r e r a t e . 
When t h e a l l o c a t e d f a i l u r e r a t e f o r t h e j t h s u b s y s t e m e x c e e d s 
t h e b a s e f a i l u r e r a t e w h o s e i n i t i a l i n v e s t m e n t c o s t s a r e known t o b e 
I . d o l l a r s , t h e c o s t s o f i n i t i a l i n v e s t m e n t t e n d t o d e c r e a s e b e l o w I . 
d o l l a r s . On t h e o t h e r h a n d , r e d u c t i o n o f s u b s y s t e m f a i l u r e r a t e b e l o w 
i t s c u r r e n t s t a t e - o f - t h e - a r t may r e q u i r e a d d i t i o n a l R e s e a r c h and 
D e v e l o p m e n t a c t i v i t i e s , more e x p e n s i v e f a b r i c a t i o n t e c h n i q u e s , b e t t e r 
a n d more e x p e n s i v e c o m p o n e n t s , more e x t e n s i v e q u a l i t y c o n t r o l and 
r e l i a b i l i t y t e s t i n g ; c o n s e q u e n t l y , t h e i n i t i a l i n v e s t m e n t c o s t s t e n d 
t o i n c r e a s e s h a r p l y . I t i s a l s o c o n c e i v a b l e t h a t t h e amount o f i n i t i a l 
i n v e s t m e n t i n c r e a s e s more r a p i d l y a s t h e r e l a t i v e f a i l u r e r a t e e x c e e d s 
u n i t y s o t h a t t h e c o s t c u r v e b e n d s u p w a r d . 
With t h e s e c o n s i d e r a t i o n s i n m i n d , t h e r e l a t i o n b e t w e e n t h e 
i n i t i a l i n v e s t m e n t c o s t s and t h e r e l a t i v e f a i l u r e r a t e s may b e r e a s o n ­
a b l y i n d i c a t e d by t h e c u r v e shown i n F i g u r e 6 , w h i c h may b e s u i t a b l y 
a p p r o x i m a t e d by t h e f o l l o w i n g c o s t f u n c t i o n : 
I n i t i a l i n v e s t m e n t c o s t _ ^ 
f o r t h e j t h s u b s y s t e m j 
S . 





= I j x .̂ 11 ( 4 - 2 ) 
w h e r e X j r e p r e s e n t s t h e r e l a t i v e f a i l u r e r a t e o f t h e j t h s u b s y s t e m and 
t h e I . i s t h e i n i t i a l i n v e s t m e n t c o s t when t h e r e l a t i v e f a i l u r e r a t e 
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i s u n i t y , and t h e exponen t i s a c o n s t a n t w h i c h d e t e r m i n e s t h e r a t e 
a t w h i c h changes i n t h e c o s t o c c u r , where S_. > 1 f o r j = l , 2 , . . . , n . 
S i n c e o n e - t i m e i n i t i a l i n v e s t m e n t c o s t s o c c u r o n l y once t h r o u g h ­
ou t t h e e n t i r e s e r v i c e l i f e o f a s u b s y s t e m , i t i s t h e r e f o r e n e c e s s a r y 
t o m u l t i p l y t h e a p p r o p r i a t e c a p i t a l r e c o v e r y f a c t o r t o c o n v e r t t h i s 
o n e - t i m e c o s t i n t o i t s e q u i v a l e n t a n n u a l c o s t . E q u i v a l e n t a n n u a l c o s t 
o f t h e i n i t i a l i n v e s t m e n t i s t h u s g i v e n by 
g 
E q u i v a l e n t a n n u a l c o s t ^ ^ ^ j ( 4 - 3 ) 
o f i n i t i a l i n v e s t m e n t R j j 
3 
where d e n o t e s t h e c a p i t a l r e c o v e r y f a c t o r 0 
I n a p p r o x i m a t i o n o f a c o s t f u n c t i o n , i t may be p o s s i b l e t o 
i n c l u d e t h e f i x e d c o s t t e rm i n o r d e r t o improve t h e a p p r o x i m a t i o n 
i n t h e r e l e v a n t r e g i o n » However , i t p r o v e s t o be i r r e l e v a n t i n o b ­
t a i n i n g o p t i m a l a l l o c a t i o n s s i n c e t h i s c o s t i s n o t dependen t upon t h e 
a l l o c a t e d f a i l u r e r a t e . 
A n n u a l o p e r a t i n g c o s t w h i c h r e p r e s e n t s p r i m a r i l y t h e c o s t 
i n c u r r e d y e a r l y f o r t h e o p e r a t i o n and r o u t i n e r e p l a c e m e n t o f t h e s u b -
2 
The p a r a m e t e r o f t h e c o s t f u n c t i o n i s s e t a t t h i s v a l u e s i n c e 
i t w i l l g i v e t h e b e s t p o s s i b l e a p p r o x i m a t i o n t o t h e u n d e r l y i n g c o s t 
c u r v e o v e r t h e r e g i o n i n w h i c h a l l o c a t e d f a i l u r e r a t e i s expected t o f a l l , 
3 
The c a p i t a l r e c o v e r y f a c t o r i s d e f i n e d as 
c = i ( l + i ) K ^ 
R ( l + i ) K - l ' 
where K i s . t h e e x p e c t e d s e r v i c e l i f e o f t h e s u b s y s t e m , and i i s t h e 
i n t e r e s t r a t e . The v a l u e o f c a p i t a l r e c o v e r y f a c t o r may be f o u n d 
i n any i n t e r e s t t a b l e , 
1 4 2 
s y s t e m c o m p o n e n t s due t o w e a r and t e a r i s a l s o a f f e c t e d b y t h e a l l o c a t e d 
l e v e l o f s u b s y s t e m f a i l u r e r a t e . A n n u a l o p e r a t i n g c o s t r i s e s r a p i d l y a s 
r e l a t i v e f a i l u r e r a t e a p p r o a c h e s z e r o , and g r a d u a l l y d e c r e a s e s a t t h e 
o t h e r e x t r e m e where t h e a l l o c a t e d f a i l u r e r a t e i s s o l o w t h a t t h e r e a r e 
i n f r e q u e n t r e p l a c e m e n t s o f s u b s y s t e m c o m p o n e n t s n e e d e d . 
The r e l a t i o n s h i p b e t w e e n a n n u a l o p e r a t i n g c o s t and r e l a t i v e 
f a i l u r e r a t e i s shown i n F i g u r e 7 . T h i s c u r v e may b e s u i t a b l y a p p r o x i ­
m a t e d o v e r a r a n g e o f i n t e r e s t b y a f u n c t i o n o f t h e f o r m : 
A. A. 
A n n u a l o p e r a t i n g c o s t = ( 4 - 4 ) 
w h e r e A., r e p r e s e n t s t h e a n n u a l o p e r a t i n g c o s t f o r t h e j t h s u b s y s t e m 
when t h e r e l a t i v e f a i l u r e r a t e i s u n i t y . 
I f t h e a l l o c a t e d f a i l u r e r a t e f o r t h e j t h s u b s y s t e m i s f^, o v e r 
t h e t i m e T ( a n n u a l o p e r a t i n g t i m e o f t h e s y s t e m ) , t h e j t h s u b s y s t e m 
c a n b e e x p e c t e d t o f a i l f . T t i m e s . I f o n e l e t s K. b e t h e c o n d i t i o n a l 
p r o b a b i l i t y t h a t e n t i r e s y s t e m f a i l s g i v e n t h a t t h e j t h s u b s y s t e m h a s 
4 
f a i l e d , and i f t h e c o s t a s s o c i a t e d w i t h a f a i l u r e o f t h e j t h s u b s y s t e m 
i s Q_. and t h a t i n v o l v e d i n a f a i l u r e o f t h e e n t i r e s y s t e m i s Qg , t h e n 
t h e e x p e c t e d c o s t o f s u b s y s t e m f a i l u r e s o v e r t h e t i m e p e r i o d o f T h o u r s 
b e c o m e s : 
4 
A f o r m u l a f o r e s t i m a t i n g t h e K_. f a c t o r may b e g i v e n a s : 
^ _ No . o f E n t i r e S y s t e m F a i l u r e s Due t o j t h S u b s y s t e m F a i l u r e s 
j N o 0 o f j t h S u b s y s t e m F a i l u r e s 
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A n n u a l O p e r a t i n g 
C o s t ( $ / Y e a r ) 
A. 
1 
0.5 1.0 1.5 
f . 
R e l a t i v e F a i l u r e R a t e , x. = 
F i g u r e 7 . A n n u a l O p e r a t i n g C o s t a s a F u n c t i o n 
o f R e l a t i v e F a i l u r e R a t e 
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E x p e c t e d c o s t o f = f . T [ K . Q + ( 1 . K . ) Q . ] ( 4 - 5 ) 
s u b s y s t e m f a i l u r e s j 3 S 3 3 
= ! I T : Q . + K J ( Q S - Q J ) ] 
D e r i v a t i o n o f t h e A l l o c a t i o n Model 
H a v i n g e x a m i n e d t h e i n d i v i d u a l c o s t e l e m e n t s t h a t d e p e n d on t h e 
a l l o c a t e d f a i l u r e r a t e s , i t i s now p o s s i b l e t o c o n s t r u c t t h e t o t a l 
a n n u a l c o s t f u n c t i o n f o r t h e s y s t e m r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n s . The t o t a l 
a n n u a l c o s t f o r t h e j t h s u b s y s t e m i s t h e sum o f t h e r e l e v a n t c o s t 
e l e m e n t s t h a t h a v e b e e n d i s c u s s e d a b o v e and i s g i v e n b y : 
S . 
C. = [CL I . x . 3 ( E q u i v a l e n t A n n u a l C o s t o f I n v e s t m e n t s ) 
3 K 3 3 
A. 
+ — -̂ ( A n n u a l O p e r a t i n g C o s t ) 
3 
f . 
+ —3- T{Q. + K.(CL - Q . ) > ] ( A n n u a l F a i l u r e C o s t ) 
x . i 3 $ 1 
3 
w h e r e , b y d e f i n i t i o n , r e l a t i v e f a i l u r e r a t e i s g i v e n a s x . = f . / f . . 
3 3 3 
G i v e n t h e a l l o w a b l e s y s t e m f a i l u r e r a t e c o r r e s p o n d i n g t o a 
s p e c i f i e d s y s t e m r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t , t h e a l l o c a t i n s o f a l l o w a b l e 
s y s t e m f a i l u r e r a t e among n c o n s t i t u e n t s u b s y s t e m s a r e t o b e a c c o m ­
p l i s h e d s o a s t o m i n i m i z e t h e o v e r a l l r e l e v a n t c o s t s . The r e l i a b i l i t y 
a l l o c a t i o n p r o b l e m c a n t h e n b e s t a t e d f o r m a l l y a s : 
F i n d t h e s u b s y s t e m f a i l u r e r a t e s t h a t w i l l m i n i m i z e t h e t o t a l 
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a n n u a l sys tem c o s t s C , where 
n 
C = I C ( 4 - 6 ) 
j = l 3 
and 
S . A . f . 
C . = [C_ I. x 3 + -1 + -1 T {Q + K . ( Q q - Q.)>] ( 4 - 7 ) 
3 & 3 3 j j H b 3 
s u b j e c t t o t h e c o n s t r a i n t 
n f . 
I r 1 = F , j = 1 , 2 , . . . . n ( 4 - 8 ) 
where F i s t h e a l l o w a b l e sys tem f a i l u r e r a t e . The o p t i m a l s u b s y s t e m 
f a i l u r e r a t e s a r e t h o s e t h a t w i l l m i n i m i z e t h e t o t a l sys tem c o s t s C . 
These t o t a l c o s t s a re shown i n E q u a t i o n ( 4 - 6 ) t o be t h e sum o f t h e n 
s u b s y s t e m c o s t s . 
The above c o s t f u n c t i o n may be a p p l i e d t o v a r i o u s t y p e s o f 
sys tems s i m p l y by u s i n g t h e a p p r o p r i a t e n u m e r i c a l v a l u e s f o r t h e c o s t 
5 
p a r a m e t e r s . I t i s a l s o t o be n o t e d t h a t m t h e above f o r m u l a t i o n , 
no bound on t h e d e c i s i o n v a r i a b l e , s u c h as n o n n e g a t i v i t y c o n s t r a i n t 
o f X j , i s p l a c e d s i n c e f o r t h e t y p e o f sys tem f a i l u r e r a t e a l l o c a t i o n 
5 
The f i x e d c o s t te rms t h a t do n o t v a r y w i t h changes i n t h e 
a l l o c a t e d f a i l u r e r a t e may be added t o any o f t h e above c o s t e x p r e s s i o n s 
w i t h o u t a f f e c t i n g t h e o p t i m a l a l l o c a t i o n s . C o s t s t h a t a r e c o n s t a n t a r e 
i r r e l e v a n t i n t h e a l l o c a t i o n s o f sys tem f a i l u r e r a t e and hence s u c h c o s t 
t e rms w i l l s i m p l y be i g n o r e d i n t h e a p p r o x i m a t i o n o f t h e c o s t f u n c t i o n . 
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p r o b l e m p o s e d h e r e t h e u n c o n s t r a i n e d s o l u t i o n w i l l a u t o m a t i c a l l y s a t i s f y 
s u c h a n o n n e g a t i v i t y c o n s t r a i n t w i t h no e x c e p t i o n s . I n m i n i m i z i n g t h e 
t o t a l sys tem c o s t s , n e g a t i v e f a i l u r e r a t e s a r e a u t o m a t i c a l l y a v o i d e d 
s i n c e t h e s e d e c i s i o n s a r e c o s t l y and u n d e s i r a b l e . T h e r e f o r e i t i s c o n ­
s i d e r e d adequa te n o t t o p l a c e t h i s c o n s t r a i n t on t h e s o l u t i o n s . 
I n o r d e r t o m i n i m i z e C s u b j e c t t o t h e c o n s t r a i n t t h a t t h e 
a l l o c a t e d subsys tem f a i l u r e r a t e s must add up t o t h e s p e c i f i e d sys tem 
f a i l u r e r a t e as shown i n ( 4 - 8 ) , one fo rms t h e L a g r a n g i a n f u n c t i o n , 
n 
j = l 
S . A . f . 
C I. X . 3 + - J - + - J - T{Q. + K . ( Q ( 
R j X . X . 
Q.)> ( 4 - 9 ) 
+ X 
n f . 
> n x . 
where X i s a L a g r a n g e m u l t i p l i e r s a t i s f y i n g t h e r e l a t i o n o f ( 4 - 8 ) . 
T a k i n g p a r t i a l d e r i v a t i v e s w i t h r e s p e c t t o x_. and X , and s e t t i n g 
them e q u a l t o z e r o , one o b t a i n s t h e f i r s t o r d e r c o n d i t i o n f o r a minimum: 
T h i s f i r s t o r d e r c o n d i t i o n i s a l s o s u f f i c i e n t f o r t h e a b s o l u t e 
minimum s i n c e t h e c o s t f u n c t i o n i n v o l v e d i s s t r i c t l y convex o v e r a r e g i o n 
o f i n t e r e s t , and t h e r e f o r e any r e l a t i v e minimum o f t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n 
o v e r t h e r e g i o n i s a l s o t h e a b s o l u t e minimum. The s u f f i c i e n t c o n d i t i o n s 
f o r a s o l u t i o n t o ( 4 - 1 0 ) and ( 4 - 1 1 ) t o be a l o c a l minimum when n = 2 i s 
t h a t 
A = [ - g 2 ( f - Xg ) - g 2 ( f - Xg ) + 2g g ( f - Xg ) ] 
o x ^ K^K^ x ^ x 2 x 2 x^x.^ X 1 X 1 x l X 2 X 1 X 2 X 1 X 2 
must be n e g a t i v e , where f x and g x ^ d e n o t e t h e p a r t i a l d e r i v a t i v e s o f t h e 
c o s t f u n c t i o n and c o n s t r a i n t f u n c t i o n w i t h r e s p e c t t o x-]_, r e s p e c t i v e l y , 
and X = f x / g x = f x / g x . T h i s c o n d i t i o n i s s a t i s f i e d when n = 2 as 
S S - 2 
A 3 = " ( f 2 / x 2 ) 2 c R I l S l X l 1 " 2 ( S i + 1 ) " V X l ) 2 c R I 2 S 2 X 2 2 ( S 2 + 1 ) < ° J 
and an a n a l o g o u s r e s u l t w i l l h o l d f o r any n . 
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3 x . 
s.-i 
X . X . X . 
( 4 - 1 0 ) 
( 4 - 1 1 ) 
where j = l , 2 , 3 , . . . , n . The n + 1 e q u a t i o n s above must be s o l v e d 
s i m u l t a n e o u s l y f o r t h e n + 1 unknowns , x^ and X . The r e l a t i v e f a i l u r e 
r a t e s so o b t a i n e d w i l l be f u n c t i o n s o f t h e d e s i r e d sys tem f a i l u r e r a t e 
F . S u b s t i t u t i n g t h e s o l u t i o n i n t o t h e c o s t f u n c t i o n f o r e a c h s u b ­
s y s t e m , and summing t h e c o s t s , one o b t a i n s t h e minimum t o t a l a n n u a l 
c o s t f o r t h e s p e c i f i e d l e v e l o f sys tem f a i l u r e r a t e . 
The s o l u t i o n f o r t h e c o n s t r a i n e d o p t i m a l r e l a t i v e f a i l u r e r a t e 
may be w r i t t e n as 
where j = 1 , 2 , . . . , n . 
I n o r d e r t o use E q u a t i o n ( 4 - 1 2 ) t o o b t a i n t h e o p t i m a l subsys tem 
f a i l u r e r a t e , h o w e v e r , one needs f i r s t t o s o l v e t h e sys tem c o n s i s t i n g 
o f E q u a t i o n ( 4 - 1 0 ) and ( 4 - 1 1 ) e x p l i c i t l y f o r t h e unknown v a r i a b l e X . 
The s o l u t i o n w o u l d be d i f f i c u l t t o compute e x c e p t i n a s p e c i a l c a s e 
b e c a u s e one d e s i r e s an e x p r e s s i o n f o r X t h a t does n o t depend on t h e 
a l l o c a t e d s u b s y s t e m f a i l u r e r a t e s w h i c h a r e a l s o unknown. C e r t a i n 
methods o f s o l u t i o n a r e p r e s e n t e d i n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n . 
1 
S . + l 
x . ( 4 - 1 2 ) 
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C o m p u t a t i o n a l Methods 
A l t h o u g h t h e r e w i l l be a u n i q u e v a l u e o f X w h i c h s a t i s f i e s 
E q u a t i o n s ( 4 - 1 0 ) and ( 4 - 1 1 ) , t h e r e does n o t a l w a y s e x i s t an e x p l i c i t 
7 
e x p r e s s i o n f o r c o m p u t i n g t h a t v a l u e . I t i s t h e r e f o r e d e s i r a b l e t o 
c o n s i d e r a s p e c i a l c a s e w h i c h does y i e l d an e x p l i c i t s o l u t i o n and t h e n 
t o examine t h e g r a p h i c a l and m a t h e m a t i c a l a p p r o x i m a t i o n w h i c h may a p p l y 
unde r more g e n e r a l c o n d i t i o n s . 
S o l u t i o n f o r a S p e c i a l Case 
Suppose t h a t t h e sys tem unde r c o n s i d e r a t i o n w i l l f a i l i n t h e 
p r e s e n c e o f any subsys tem f a i l u r e , and a n n u a l o p e r a t i n g c o s t s measured 
i n u n i t o f t h e b a s e f a i l u r e r a t e a r e t h e same f o r a l l s u b s y s t e m s . 
T h a t i s , 
A . A . 
K. = K. = 1 , and — = — = A , ( 4 - 1 3 ) 
i n - -
J f . f . 
i : 
a c o n s t a n t f o r a l l i and j . 
Under t h e s e c o n d i t i o n s , E q u a t i o n ( 4 - 1 2 ) may be w r i t t e n a s : 
1 
S . + l 
' f . ( A + T Q - X)* 1 -1 
1 k x . = c., i. s. 
( 4 - 1 4 ) 
T h e r e a l w a y s e x i s t s a u n i q u e s o l u t i o n t o t h e above n e c e s s a r y 
c o n d i t i o n s s i n c e , f o r a g i v e n X , t h e X j a r e u n i q u e l y d e t e r m i n e d , and 
s i n c e t h e X J v a l u e s d e c r e a s e m o n o t o n i c a l l y as X i s i n c r e a s e d , s o t h a t 
t h e r e w i l l be o n l y one X f o r w h i c h ( 4 - 1 1 ) i s s a t i s f i e d . 
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where j = l , 2 , . . . , n . S i n c e E q u a t i o n ( 4 - 8 ) must a l s o h o l d f o r t h e 




n ? . n 
j = l X j j = l 
. + l 
c D i . s . f . 3 
R j J 3 
A + T Q s - X 
( 4 - 1 5 ) 
A f t e r r e a r r a n g i n g t h e t e r m , one o b t a i n s t h e f o l l o w i n g e x p r e s s i o n i n X : 
A + T Q s " x = 
s . 
i . s . f . 1 
R : i i 
s.+i 
( 4 - 1 6 ) 
Then t h e x_. a r e g i v e n , f r o m E q u a t i o n ( 4 - 1 4 ) , by 
S . + l 
f . 3 
x . = 
n S . + l / JST I /C I . S. f 3 
( 4 - 1 7 ) 
S . + l 
F [ C R X j S J 3 
where j = l , 2 , . . . , n . H e n c e , t h e a l l o c a t e d f a i l u r e r a t e f o r t h e j t h 
subsys tem i s g i v e n by 
s,+ir— 7s7 
f. F • J / c D I . S. f. 3 
f . * * y R 3 3 3 — ( 4 _ 1 8 ) 
D x . n s .+ l / ST 3 J 3 /c^ I . S. f. 3 
j=l / 
where j = 1 , 2 , . . . , n . 
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S i n c e t h e above e x p r e s s i o n no l o n g e r depends on t h e unknown X , t h e 
o p t i m a l f a i l u r e r a t e f o r e a c h subsys tem w i l l now be a c o n s t a n t f r a c t i o n 
o f t h e sys tem f a i l u r e r a t e . 
From E q u a t i o n ( 4 - 1 2 ) , t h e u n c o n s t r a i n e d r e l a t i v e f a i l u r e r a t e 
f o r t h e ] t h s u b s y s t e m , x . . , i s o b t a i n e d by s e t t i n g X e q u a l t o z e r o a s : 
x . = 
3 
A . + f . T [Q . + K . ( Q C - Q . ) ] 3 3 3 3 S x ] 
S . + l 
^ 3 
C . I. S . 
R 3 3 
( 4 - 1 9 ) 
Then u n c o n s t r a i n e d f a i l u r e r a t e f o r t h e j t h subsys tem i s 
3 
_ S . + l 
C p I. S . f . 1 1 
R 3 3 3 
A . + f T [ Q . + K . ( Q Q - Q . ) ] 
I ] 3 3 3 ^ 3 
S . + l 
3 
( 4 - 2 0 ) 
f . 
F o r m i n g t h e r a t i o o f —per, t h a t i s , t h e r a t i o be tween t h e c o n s t r a i n e d 
f a i l u r e r a t e and t h e u n c o n s t r a i n e d f a i l u r e r a t e f o r t h e j t h s u b ­
s y s t e m , one o b t a i n s : 
S S . + l 
F ( C _ I. S . f . 3 ) : 
R j 3 3 
S , S . + l 
f . y ( C - I. S . f . 3 ) 3 
_ J _ = ^ R 3 3 3 ; ( 4 - 2 1 ) 
f . 
3 S . + l 
C D I. S . f . : 
R 3 ? 3 [ A j + f . T [ Q . + K . ( Q S - Q . ) ] 
S . + l 
3 
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S . + l 
s.+i s.+i IK i. s. f. 3 ) 3 
R U 3 3 J 
B u t , f r o m E q u a t i o n ( 4 - 2 0 ) , i t f o l l o w s t h a t 
1 
S . + l S .+ l 
[ C „ I. S . f . 3 ) 3 
K R 3 3 3 } 
S . + l 
= f j [ A j + f j T { Q j + KjCQg - Q j ) } ] : 
S u b s t i t u t i n g t h e above e q u a t i o n i n t o ( 4 - 2 1 ) , one o b t a i n s t h e f o l l o w i n g 
s i m p l e r e l a t i o n : 
1 
S . + l 
f . F ( A . + f . T [ Q . + K . ( Q - Q . ) ] l 3 
_3_ _ K 3 3 3 3 $ 3 } 
f . 
3 
I f ^ A j + f . T [ Q . + K . ( Q S - Q . ) ] ) 3 3 
( 4 - 2 3 ) 
o r 
f = — : 




( 4 - 2 4 ) 
where j = 1 , 2 , . . . , n . The above e q u a t i o n shows t h a t e a c h c o n s t r a i n e d 
subsys tem f a i l u r e r a t e f.. i s d i r e c t l y p r o p o r t i o n a l t o t h e v a l u e o f 
ft 
t h e u n c o n s t r a i n e d f a i l u r e r a t e f.. w i t h t h e p r o p o r t i o n a l i t y c o n s t a n t 
A 
e q u a l t o F / £ f ? . 
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E q u a t i o n ( 4 - 2 4 ) i s v a l i d o n l y when t h e a s s u m p t i o n g i v e n i n 
( 4 - 1 3 ) h o l d s . E x c e p t i n a s p e c i a l c a s e such as t h e above i t i s n o t 
a l w a y s p o s s i b l e t o o b t a i n a s i m p l e s o l u t i o n . One c a n , h o w e v e r , use 
t h e f o l l o w i n g g r a p h i c a l method f o r d e t e r m i n i n g t h e c o r r e c t v a l u e o f 
X w h i c h does s a t i s f y t h e g i v e n c o n s t r a i n t o f E q u a t i o n ( 4 - 8 ) . 
1 . F i r s t s e l e c t some n u m e r i c a l v a l u e o f X . One g u i d e i n 
s e l e c t i n g r e a s o n a b l e v a l u e s f o r X i s t o n o t i c e t h a t i t i s t h e m a r g i n a l 
Q 
c o s t o f sys tem f a i l u r e r a t e . 
2 . Compute x . . , where j = l , 2 , . . . , n , f rom E q u a t i o n ( 4 - 1 2 ) f o r 
e a c h v a l u e o f X . 
3 . Compute F ( X ) = Y f . / x . ( X ) f o r each v a l u e o f X ( E q u a t i o n 
• 3 3 
3 
( 4 - 8 ) ) . 
4 . P l o t t h e p o i n t s s o o b t a i n e d w i t h c o o r d i n a t e s X , F ( X ) , and 
draw a smooth c u r v e t h r o u g h t h e p l o t t e d p o i n t s , as i l l u s t r a t e d i n 
F i g u r e 8 , 
5 . F i n a l l y i n t e r p o l a t e g r a p h i c a l l y t o o b t a i n t h e d e s i r e d v a l u e 
o f X s a t i s f y i n g t h e s p e c i f i e d v a l u e o f F . 
The c o n s t r u c t i o n o f t h e g r a p h may be f a c i l i t a t e d by f i r s t 
l o c a t i n g t h e a s y m p t o t e s . From E q u a t i o n s ( 4 - 1 2 ) and ( 4 - 8 ) , i t i s c l e a r 
t h a t as F a p p r o a c h e s z e r o , t h e q u a n t i t y A.. + f . T{Q.. + K . ( Q g - Q . ) } -
Xf_. a p p r o a c h e s i n f i n i t y ; and h e n c e , X a p p r o a c h e s minus i n f i n i t y . 
S i m i l a r l y , f o r v e r y l a r g e v a l u e s o f F , a t l e a s t one o f t h e above 
q u a n t i t i e s w i l l a p p r o a c h z e r o , and none o f them w i l l be n e g a t i v e . 
T h e r e f o r e , X w i l l a p p r o a c h t h e minimum o f - i - {A. + f . T [ Q . + K . ( 0 o - Q . ) ] } 
f J 
g 
T h i s s t a t e m e n t i s v e r i f i e d i n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n . 
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System F a i l u r e R a t e ( F a i l u r e s / H r ) 
F i 
X min o X max 
M a r g i n a l C o s t o f System F a i l u r e R a t e 
( $ / U n i t o f System F a i l u r e R a t e ) 
F i g u r e 8 . System F a i l u r e R a t e as a F u n c t i o n o f M a r g i n a l 
C o s t o f System F a i l u r e R a t e , X. 
154 
f o r j = l , 2 , . . . , n . T h i s a c c o u n t s f o r two asymp to tes shown i n F i g u r e 8 . 
Once t h i s c u r v e has been c o n s t r u c t e d , i t may be u s e d r e p e a t e d l y 
as l o n g as t h e c o s t p a r a m e t e r s a r e u n c h a n g e d . I n o r d e r t o d e t e r m i n e 
t h e opt imum a l l o c a t e d f a i l u r e r a t e f o r e a c h s u b s y s t e m , one needs o n l y 
t o o b t a i n f rom t h e g r a p h t h e v a l u e o f X c o r r e s p o n d i n g t o t h e s p e c i f i e d 
l e v e l o f sys tem f a i l u r e r a t e , and i n s e r t t h i s v a l u e i n E q u a t i o n ( 4 - 1 2 ) 
t o d e t e r m i n e x . f o r each s u b s y s t e m . The a l l o c a t e d f a i l u r e r a t e f o r 
3 
t h e j t h subsys tem i s t h e n o b t a i n e d f rom the r e l a t i o n f_. = f_./x_.. S u b ­
s t i t u t i n g t h e s e v a l u e s o f f^ i n t o E q u a t i o n ( 4 - 6 ) g i v e s t h e minimum 
t o t a l a n n u a l sys tem c o s t s when t h e a l l o w a b l e sys tem f a i l u r e r a t e i s 
o p t i m a l l y a l l o c a t e d among c o n s t i t u e n t s u b s y s t e m s . 
L i n e a r A p p r o x i m a t i o n i n X 
The c o n d i t i o n f o r minimum c o s t g i v e n i n E q u a t i o n ( 4 - 1 0 ) may be 
a p p r o x i m a t e d i n t he d e s i r e d r e g i o n by a l i n e a r f u n c t i o n o f t h e sys tem 
f a i l u r e r a t e . The l i n e a r a p p r o x i m a t i o n i s f o u n d f rom t h e d i f f e r e n t i a l 
changes i n t h e Lagrange m u l t i p l i e r , d X , c o r r e s p o n d i n g t o t h e d i f f e r e n ­
t i a l changes i n t h e sys tem f a i l u r e r a t e , d F . 
S i n c e t h e minimum c o s t c o n d i t i o n i s t o be s a t i s f i e d , t h e t o t a l 
d i f f e r e n t i a l s d x . and dX m u s t , f r o m E q u a t i o n ( 4 - 1 0 ) , s a t i s f y : 
C R X j S.(S.-l) x . 
S . - 2 
3 
2A. 2 f . 
• ^ V - ^ j + K j ( V Q j ) } ( 4 - 2 5 ) 
3 3 
2 f .X i i dx. + f-± dx = o 
X . 
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f o r j = l , 2 , . . . , n . S o l v i n g f o r d x _ . g i v e s 
x . f . 
d X j = ^ — 1 -J dX (4-26) 
C n I . S . ( S . - l ) x . 3 + 2A . + 2 f . T [ Q . + K . (Q - Q . ) ] - 2 X f . 
S i n c e t h e sys tem f a i l u r e r a t e c o n s t r a i n t o f E q u a t i o n ( 4 - 8 ) must a l s o be 
s a t i s f i e d , s u b s t i t u t i n g t h e above e q u a t i o n i n t o t h e c o n s t r a i n t e q u a t i o n 
n f . 
dF = - I -1 d x . ( 4 - 2 7 ) 
j = l x ; 3 
t o o b t a i n 
n r f J f . dX 
dF = 1 ^ ( 4 _ 2 8 ) 
3 1 3 ) C D I . S . ( S . - l ) x . 3 + 2A . + 2 f . T [ Q . + K . ( Q r - Q . ) ] - 2 X f . 
R u n i i : i : i s x : : 
B u t , f r o m E q u a t i o n ( 4 - 1 0 ) , one o b t a i n s t h e f o l l o w i n g r e l a t i o n : 
S . + l A . 
X = - — • C p I S x . ] + -1 + T [ Q . + K. (Q_ - Q ) ] ( 4 - 2 9 ) 
f K n n n p n : ^ : 
j j 
S u b s t i t u t i n g t h e above e q u a t i o n i n t o ( 4 - 2 8 ) , and s i m p l i f y i n g t h e t e r m s , 
one o b t a i n s : 
f 2 
dF = J 1 s7+2~dX ( 4 " 3 0 ) 
3 = 1 C n I. S . ( S . + 1 ) x . 3 
R : : : : 





• = i s - + 2 
1 1 C R I. S ( S . + l ) x . 1 1 
K D J 1 1 
-1 
dF ( 4 - 3 1 ) 
The above e q u a t i o n makes i t p o s s i b l e t o d e t e r m i n e t h e v a l u e o f 
t h e Lag range m u l t i p l i e r c o r r e s p o n d i n g t o a v a l u e o f t h e s p e c i f i e d 
sys tem f a i l u r e r a t e . The l i n e a r te rms o f t h e T a y l o r ' s s e r i e s e x p a n s i o n 
a r e o b t a i n e d by r e p l a c i n g t h e d i f f e r e n t i a l s by f i n i t e d i f f e r e n c e s f r o m 
t h e p o i n t o f e x p a n s i o n . Thus r e p l a c i n g t h e d i f f e r e n t i a l s i n E q u a t i o n 
( 4 - 3 1 ) w i t h f i n i t e d i f f e r e n c e s f r om t h e p o i n t o f e x p a n s i o n , one f i n d s 
t h e l i n e a r e x p r e s s i o n f o r X : 
-1 
X = X° + 
f 2 
J S.+2 
1 C R x j W 1 * (XV2 
(F - F ° ) ( 4 - 3 2 ) 
where t h e s u p e r s c r i p t d e n o t e s t h e v a l u e o f t h e v a r i a b l e e v a l u a t e d a t 
t h e p o i n t o f e x p a n s i o n . 
Once t h e v a l u e o f X° i s s e l e c t e d , t h e c o r r e s p o n d i n g v a l u e s o f 
x ° and F ° i n E q u a t i o n ( 4 - 3 2 ) c a n be f o u n d f rom ( 4 - 1 2 ) and ( 4 - 8 ) , 
r e s p e c t i v e l y . The f i r s t c o n v e n i e n t p o i n t o f e x p a n s i o n may be X° = 0 , 
t h a t i s , t h e u n c o n s t r a i n e d p o i n t o f x ? and F ° , g i v e n by E q u a t i o n s 
( 4 - 1 2 ) and ( 4 - 8 ) , r e s p e c t i v e l y . T h i s a p p r o x i m a t i o n amounts t o u s i n g 
t h e l i n e t a n g e n t t o t h e c u r v e a t t h e p o i n t o f e x p a n s i o n X ° . 
The above l i n e a r a p p r o x i m a t i o n method i s a n a l o g o u s t o N e w t o n ' s 
method o f f i n d i n g t h e s o l u t i o n t o t h e e q u a t i o n o f t h e f o r m f ( x ) = 0 . 
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N e w t o n ' s method o f s o l u t i o n t o ( 4 - 8 ) and ( 4 - 1 2 ) i s an i t e r a t i v e p r o c e ­
dure b a s e d on t h e r e p l a c e m e n t o f a c u r v e by a s t r a i g h t l i n e , t h e 
t a n g e n t , i n t h e n e i g h b o r h o o d o f an i n i t i a l e s t i m a t e o f X , w h i c h w i l l 
s a t i s f y t h e c o n s t r a i n t i n ( 4 - 8 ) . Suppose t h a t i n a g i v e n s i t u a t i o n , 
t h e u n c o n s t r a i n e d sys tem f a i l u r e r a t e e x c e e d s t h e a l l o w a b l e sys tem 
O 
f a i l u r e r a t e F as shown i n F i g u r e 9 , and f u r t h e r m o r e assume t h a t X 
i s an i n i t i a l e s t i m a t e o f X w h i c h w i l l s a t i s f y t h e c o n s t r a i n t i n 
T h e n , N e w t o n ' s method c a l l s f o r r e p l a c i n g t h e m a r g i n a l c o s t 
o * 
c u r v e by t h e t a n g e n t . F A w h i c h i n t e r s e c t s t h e F ( X ) = F l i n e a t 
t h e p o i n t A . From t h e d e f i n i t i o n o f t h e d e r i v a t i v e a t X ° , 
( 4 - 8 ) . 
F (X° ) = F ( 4 - 3 3 ) 
B u t , f r o m E q u a t i o n ( 4 - 3 0 ) , one has 
» n 
F (X° ) = I j = l S,+2 C I S (S +1) (x°) 
K D ZJ 1 D 
and t h e r e f o r e , 
-1 
n 3 
( F * - F ° ) x1 = X° + J 
j = l 
S.+2 
( 4 - 3 4 ) 
C I. S . ( S +1) ( x ° ) 
K J J J J 
The same p r o c e d u r e can be a p p l i e d a t t h e p o i n t F (X ) and t h u s l e a d s t o 
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F(X) 
F i g u r e 9 , M a r g i n a l C o s t o f Sys tem F a i l u r e R a t e 
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a b e t t e r a p p r o x i m a t i o n 
-1 
x2 = x1 + 
1 J S.+2 
3 - 1 I. S . ( S . + 1 ) x . ( A _ ) 3 
R 3 1 3 D 1 
(F - F 1 ( X 1 ) ) ( 4 - 3 5 ) 
T h i s i t e r a t i v e p r o c e s s w i l l c o n t i n u e u n t i l t h e d e s i r e d s o l u t i o n i s 
f i n a l l y f o u n d . The above E q u a t i o n ( 4 - 3 5 ) i s i d e n t i c a l t o t h e l i n e a r 
a p p r o x i m a t i o n f o u n d i n ( 4 - 3 2 ) . 
I t i s t o be n o t e d t h a t t h e e s t i m a t e o f X o b t a i n e d by u s i n g t h e 
l i n e a r a p p r o x i m a t i o n E q u a t i o n ( 4 - 3 2 ) w i l l a l w a y s e x c e e d t h e t r u e v a l u e 
o f X w h i c h c o r r e s p o n d s t o a s p e c i f i e d v a l u e o f F . T h i s i s s i m p l y b e c a u s e 
t h e l i n e t a n g e n t t o t h e m a r g i n a l c o s t c u r v e a t t h e p o i n t o f e x p a n s i o n 
a l w a y s l i e s t o t h e r i g h t o f t h e c u r v e so t h a t l i n e a r a p p r o x i m a t i o n 
E q u a t i o n ( 4 - 3 2 ) o v e r s t a t e s t h a t v a l u e o f X c o r r e s p o n d i n g t o a s p e c i f i e d 
F ( s e e F i g u r e 9 ) . 
I t i s a l s o s e e n f r o m t h e f i g u r e t h a t t h e u n c o n s t r a i n e d p o i n t 
where X° = 0 i s n o t a l w a y s an a p p r o p r i a t e p o i n t o f e x p a n s i o n . As t h e 
•*« 
v a l u e o f t h e sys tem f a i l u r e r a t e c o n s t r a i n t F d i f f e r s g r e a t l y f r o m 
o . * 
t h e u n c o n s t r a i n e d p o i n t where X = 0 , t h e e s t i m a t e o f X o b t a i n e d f r om 
( 4 - 3 2 ) , u s i n g X° = 0 as t h e p o i n t o f e x p a n s i o n g i v e s a p o o r a p p r o x i m a ­
te 
t i o n t o t h e e x a c t v a l u e o f X . However , s u c c e s s i v e a p p l i c a t i o n s o f 
( 4 - 3 2 ) i n t h i s c a s e w i l l c o n v e r g e t o w a r d t h e e x a c t v a l u e o f X r a p i d l y 
as t h e shape o f t h e c u r v e s u g g e s t s . 
G i v e n t h e d e s i r e d v a l u e o f F , E q u a t i o n ( 4 - 3 2 ) w o u l d l e a d t o a 
l i n e a r a p p r o x i m a t i o n i n X , t h e m a r g i n a l c o s t o f sys tem f a i l u r e r a t e 
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when t h e sys tem f a i l u r e r a t e i s a l l o c a t e d o p t i m a l l y among a l l t h e s u b ­
s y s t e m s . S u b s t i t u t i n g t h i s v a l u e o f X i n t o E q u a t i o n ( 4 - 1 2 ) , t h e o p t i m a l 
subsys tem f a i l u r e r a t e i s r e a d i l y f o u n d f o r e a c h s u b s y s t e m . 
I t i s somet imes c o n v e n i e n t t o use l i n e a r a p p r o x i m a t i o n f o r x_. 
as w e l l . I n t h i s c a s e , t h e s o l u t i o n t o t h e u n c o n s t r a i n e d p r o b l e m 
( t h a t i s , X = 0) p r o v i d e s a c o n v e n i e n t p o i n t f r o m w h i c h l i n e a r a p p r o x i ­
m a t i o n o f t h e f u n c t i o n s i n E q u a t i o n ( 4 - 1 2 ) may be t a k e n . The l i n e a r 
a p p r o x i m a t i o n t o E q u a t i o n ( 4 - 1 2 ) c a n be f o u n d by r e p l a c i n g t h e d i f ­
f e r e n t i a l s i n E q u a t i o n ( 4 - 2 6 ) w i t h f i n i t e d i f f e r e n c e s : 
X ? f . ( X - X ° ) 
x . = x ° s T T ^ ( 4 " 3 6 ) 
C„ I. S . ( S . - l ) ( x ? ) 1 + 2 A . + 2 f . T [ Q . + K . ( Q c - Q . ) ] - 2 f . X° 
From E q u a t i o n ( 4 - 1 2 ) one h a s : 
S . + l A . + f . T [ Q . + K. (Q_ - Q . ) ] - X° f . 
( x ? ) 3 = — 2 1 3 § 3 1 ( 4 - 3 7 ) 
1 C D I. s . 
R D D 
S u b s t i t u t i n g t h e above e q u a t i o n i n t o ( 4 - 3 6 ) and s i m p l i f y i n g , one o b t a i n s : 
x ? f . (X - X°) 
x . = x ? — — 3 ( 4 - 3 8 ) 
3 1 (S j + 1 ) [A j + f j T{Qj + K j ( Q s - Q )}] - X° f 
where j = l , 2 , . . . , n . Now t h e v a l u e o f X can be c a l c u l a t e d , g i v e n t h e 
d e s i r e d F . S u b s t i t u t i n g t h i s v a l u e o f X i n t o E q u a t i o n ( 4 - 3 8 ) , o p t i m a l 
X j a r e o b t a i n e d f o r e a c h s u b s y s t e m . 
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I n t e r p r e t a t i o n o f t h e Lag range M u l t i p l i e r 
I t has been s t a t e d t h a t t h e Lag range m u l t i p l i e r i n t r o d u c e d i s 
t h e d e r i v a t i v e o f t h e minimum c o s t f u n c t i o n w i t h r e s p e c t t o F . I n 
g e n e r a l , t h e opt imum v a l u e o f x.. and X w i l l depend on t h e p a r t i c u l a r 
v a l u e o f F w h i c h a p p e a r s i n a g i v e n a l l o c a t i o n p r o b l e m . T h e r e f o r e 
t h e minimum v a l u e o f C i n t h e c o s t E q u a t i o n ( 4 - 6 ) may be r e g a r d e d as 
a f u n c t i o n o f t h e p a r a m e t e r , F . Then t h e d i f f e r e n t i a l changes i n t h e 
sys tem f a i l u r e r a t e , d F , w o u l d change t o t a l a n n u a l c o s t shown i n 
E q u a t i o n ( 4 - 6 ) by dC b e c a u s e o f t h e r e s u l t i n g d i f f e r e n t i a l changes d x . : 
S i n c e t h e f i r s t o r d e r c o n d i t i o n f o r minimum g i v e n i n E q u a t i o n ( 4 - 1 0 ) 
must a l w a y s be s a t i s f i e d a t t h e opt imum s o l u t i o n , i t f o l l o w s f r o m 
E q u a t i o n ( 4 - 1 0 ) t h a t 
S . - l A . f . 
( 4 - 3 9 ) 






( 4 - 4 0 ) 
where j = 1,2 , . . . , n . 
S u b s t i t u t i n g t h e above r e l a t i o n i n t o ( 4 - 3 9 ) g i v e s 
f . 
dC ( 4 - 4 1 ) 
But f r o m E q u a t i o n ( 4 - 8 ) , i t f o l l o w s t h a t 
1 6 2 
n f . 
X I ( - 1 ) • -1 d x . = X • dF 
j = l x . 1 
1 
s o t h a t 
dC = dF = X • dF ( 4 - 4 2 ) 
or 
The above o b s e r v a t i o n shows t h a t t h e p a r t i a l d e r i v a t i v e o f t h e 
minimum c o s t f u n c t i o n w i t h r e s p e c t t o F i s s i m p l y e q u a l t o t h e L a g r a n g e 
m u l t i p l i e r X , e v a l u a t e d a t F . I n t h i s c a s e , t h e p h y s i c a l d i m e n s i o n o f 
X i s d o l l a r s p e r u n i t o f sys tem f a i l u r e r a t e . T h e r e f o r e X may be 
r e g a r d e d as t h e m a r g i n a l c o s t o f sys tem f a i l u r e r a t e o p t i m a l l y a l l o c a t e d 
among s u b s y s t e m s . G e n e r a l l y s p e a k i n g , t h i s v a l u e o f X i t s e l f i n d i c a t e s 
how much t h e minimum c o s t w i l l be changed i f t h e a l l o w a b l e sys tem 
f a i l u r e r a t e i s i n c r e a s e d by one u n i t . 
A N u m e r i c a l Example 
The f o l l o w i n g h y p o t h e t i c a l example w i l l i l l u s t r a t e how t h e 
a l l o c a t i o n method d e v e l o p e d may be a p p l i e d t o a s s i g n a n u m e r i c a l 
f a i l u r e r a t e t o e a c h o f c o n s t i t u e n t u n i t s i n a g i v e n s y s t e m . The 
sys tem unde r c o n s i d e r a t i o n c o n s i s t s o f t e n subsys tems whose e x p e c t e d 
s e r v i c e l i f e i s assumed t o be t e n y e a r s . F o r t h e p u r p o s e o f c o m p a r i s o n , 
t h e c a p i t a l r e c o v e r y f a c t o r C_ i s t a k e n t o be 0 . 1 2 9 5 ( 5 p e r c e n t — t e n 
K 
y e a r s ) , and t h e t o t a l a n n u a l o p e r a t i n g h o u r s a r e 8 7 6 0 h o u r s . The 
c o s t a s s o c i a t e d w i t h a f a i l u r e o f t h e e n t i r e sys tem i s assumed t o be 
$ 1 0 0 0 , and t h e sys tem f a i l u r e r a t e r e q u i r e m e n t i s s p e c i f i e d t o be 
0 . 0 2 4 f a i l u r e s p e r h o u r . The o t h e r r e l e v a n t i n p u t d a t a a r e summar ized 
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i n T a b l e 8 . 
The a l l o c a t i o n p r o b l e m i s t h e n t o d e t e r m i n e t h e subsys tem 
f a i l u r e r a t e s t h a t w i l l m i n i m i z e t h e a n n u a l sys tem c o s t s . To b e g i n t h e 
a n a l y s i s one w i l l f i r s t f i n d t h e s o l u t i o n s t o E q u a t i o n s ( 4 - 1 0 ) , f o r 
j = 1,2 1 0 , i g n o r i n g t h e s p e c i f i e d c o n s t r a i n t o f ( 4 - 8 ) . U s i n g 
E q u a t i o n ( 4 - 1 2 ) by l e t t i n g X = 0 , and t h e r e l a t i o n f^ = f ^ / x . , one 
w i l l f i n d t h e f o l l o w i n g subsys tem f a i l u r e r a t e s f o r t h e c a s e o f t h e 
u n c o n s t r a i n e d p r o b l e m : 
f l = = 3007 X i c f
6 
f 2 = 2002 X I O "
6 
f 3 = = 1601 X I O "
6 f
4 = 4592 X I O " 6 
f 5 5 = 2004 X 1 0 "
6 
f 6 = 1201 X l o"
6 
f 7 = = 2503 X I O "
6 
f 8 = 1001 X I O "
6 
f 9 = = 3501 X I O " 6 f 1 0 = 3998 X I O "
6 
and 
7 f . = 25410 x 10 
j = i 1 
w h i c h w o u l d e x c e e d t h e s p e c i f i e d sys tem f a i l u r e r a t e r e q u i r e m e n t . Thus 
t h e c o n s t r a i n t w i l l be a c t i v e i n t h i s c a s e . I t i s t h e r e f o r e n e c e s s a r y 
t o f i n d t h e s o l u t i o n s e x p l i c i t l y t o E q u a t i o n s g i v e n i n ( 4 - 1 0 ) and 
10 
I f . / x . = 24000 x 10 . 
j = i 3 ' 
As s u g g e s t e d i n t h e p r e v i o u s s e c t i o n , a c o n v e n i e n t method o f 
s o l u t i o n i n t h i s c a s e i s t o s e l e c t a X < 0 , d e t e r m i n i n g t h e u n i q u e x . 
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T a b l e 8 . N u m e r i c a l I n p u t Da ta f o r Example 
Subsys tem 
( F a i l u r e s / H r ) ($ ) ($) ( $ / F a i l u r e ) 
Number f . I. S . A . E . Q. 
: : : : : : 
1 0 .0030 195 ,000 2 26 ,000 0 .9 200 
2 0 .0020 300,000 2 60 ,000 1.0 400 
CO 0.0016 350,000 2 77 ,000 0 .9 550 
4 0.0046 170 ,000 2 10 ,000 0 .8 250 
5 0 .0020 200 ,000 2 35 ,000 0 .9 400 
6 0.0012 250 ,000 2 54 ,000 1.0 600 
7 0 .0025 250 ,000 2 44 ,000 0 .9 350 
CO
 
0.0010 118 ,000 2 21 ,700 1.0 250 
9 0 .0035 150 ,000 2 10 ,000 0 .9 400 
10 0 .0040 270 ,000 2 35 ,000 1.0 300 
0 .1295 (5% - 10 Y e a r s ) 
8760 ( H o u r s / Y e a r ) 
1000 ( $ / F a i l u r e ) 
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n 
v a l u e s f r o m (4-12), and compute t h e q u a n t i t y £ f . / x . . I f 
n _ _ 6 j = l 1 1 
V f . / x . > 24000 x 10 , one t h e n s e l e c t s a s m a l l e r v a l u e o f A and 4 3 1 J r - -6 
r e p e a t t h e c o m p u t a t i o n s . I f I f j / x j < 2400 x 10 , one s e l e c t s a 
l a r g e r v a l u e o f A and r e p e a t t h e c o m p u t a t i o n s . I n any c a s e t h e r e w i l l 
be a u n i q u e s o l u t i o n t o (4-10) and (4-11) s i n c e , f o r a g i v e n A , t h e x^ 
a r e u n i q u e l y d e t e r m i n e d , and s i n c e t h e v a l u e s o f x^ d e c r e a s e m o n o t o n -
i c a l l y as A i s i n c r e a s e d , t h e r e w i l l e x i s t o n l y one A f o r w h i c h 
7 f . / x . = 24000 x 10"6. 
L 3 '1 
As d e s c r i b e d i n t h e p r e v i o u s s e c t i o n , one p r o c e e d s t o compute 
t h e X j v a l u e s f o r t h e s e l e c t e d v a l u e s o f A and p l o t t h e r e s u l t s o f t h e 
c o m p u t a t i o n t o o b t a i n a c u r v e s h o w i n g t h e o v e r a l l s ys tem f a i l u r e r a t e 
as a f u n c t i o n o f Lag range m u l t i p l i e r . The r e s u l t s o f t h e s e i t e r a t i v e 
g 
c o m p u t a t i o n s b e g i n n i n g w i t h A = - 1.0 x 10 a r e shown i n T a b l e 9. 
These r e s u l t s a r e p l o t t e d i n F i g u r e 10, s h o w i n g a r e l a t i o n s h i p be tween 
F ( A ) and A , f r o m w h i c h one may a l s o o b t a i n a g r a p h i c a l s o l u t i o n t o A . 
In t h i s c a s e , one c a n e a s i l y o b t a i n t h e a p p r o p r i a t e v a l u e o f A , t h a t i s , 
A = - 3,2 x 10 6. 
Then t h e opt imum a l l o c a t e d f a i l u r e r a t e s and minimum t o t a l a n n u a l 
s y s t e m c o s t a r e f o u n d a s : 
f± = 2835 x 10 
f 3 = 1572 x 10 
f c = 1926 x 10 o 
f ? = 2406 x 10 
f g = 3216 x 10 
f 2 = 1948 x 10 
f ^ = 4172 x 10 
f c = 1178 x 10 6 
f Q = 967 x 10 o 
f = 3780 x 10 
T a b l e 9 . C o m p u t a t i o n a l R e s u l t s f o r Example 
A l l o c a t e d S u b s y s t e m F a i l u r e R a t e , f . ( i n U n i t s o f 10 ) 
X 1 2 3 
S u b s y s t e m Number 
4 5 6 7 8 9 10 j = ' l 
f . 
3 
- 1 . 0 X 1 0 6 2 9 4 9 1 9 8 4 1 5 9 2 4 4 4 3 1 9 7 9 1 1 9 4 2 4 7 2 9 9 0 3 4 0 1 3 9 2 4 2 4 9 3 1 X 1 0 
-6 
- 2 . 0 X 1 0 6 2 8 9 5 1 9 6 8 1 5 8 3 4312 1955 1 1 8 7 2 4 4 2 980 3 3 1 3 3856 2 4 4 9 2 X 1 0 
-6 
- 2 . 5 X 1 0 6 2 8 7 0 1 9 6 0 1 5 7 9 4252 1 9 4 3 1 1 8 3 2 4 2 8 975 3272 3 8 2 4 2 4 2 8 6 X 10' 
-6 
- 3 . 0 X 1 0 6 2 8 4 5 1 9 5 1 1 5 7 4 4 1 9 4 1 9 3 1 1 1 7 9 2 4 1 2 970 3 2 3 1 3 7 9 1 2 4 0 7 8 X 10' 
- 6 
- 3 . 2 X 1 0 6 2 8 3 5 1 9 4 8 1 5 7 2 4172 1 9 2 6 1 1 7 7 2 4 0 7 9 6 7 3216 3780 2 4 0 0 0 X 10' 
- 6 
- 3 . 8 X 1 0 6 2 8 0 8 1 9 4 0 1 5 6 7 4109 1 9 1 4 1 1 7 4 2 3 9 1 962 3 1 7 3 3 7 4 4 2 3 7 8 6 X 10 
- 6 
- 4 . 0 X 1 0 6 2 7 9 9 1 9 3 7 1 5 6 5 4 0 8 9 1910 1 1 7 3 2 3 8 6 9 6 0 3159 3732 2 3 7 1 3 X 10 
- 6 
- 4 . 6 X 1 0 6 2 7 7 2 1928 1560 4 0 3 1 1 8 9 7 1 1 6 9 2 3 7 0 9 5 5 3 1 1 8 3 6 9 8 2 3 5 0 0 X 10 
- 6 
- 5 . 0 X 1 0 6 2 7 5 5 1 9 2 2 1 5 5 6 3994 1 8 8 9 1 1 6 6 2 3 6 0 9 5 2 3092 3677 2 3 3 6 5 X 10 
- 6 
- 6 . 0 X 1 0 6 2 7 1 4 1 9 0 7 1 5 4 8 3907 1 8 6 9 1 1 5 9 2 3 3 4 942 3030 3 6 2 3 2 3 0 3 9 X 10 
- 6 
27000 




24000 x 10 
-6 
Minimum T o t a l System C o s t = 876,012 
I n s t e a d o f s e a r c h i n g by t r i a l and e r r o r method a c o r r e c t v a l u e 
o f X w h i c h w i l l s a t i s f y t h e g i v e n c o n s t r a i n t , one may e q u a l l y use t h e 
l i n e a r a p p r o x i m a t i o n method as d e s c r i b e d i n t h e p r e v i o u s s e c t i o n . The 
l i n e a r a p p r o x i m a t i o n e q u a t i o n f o r X i s g i v e n i n ( 4 - 3 2 ) . I n o r d e r t o 
a p p l y t h e l i n e a r a p p r o x i m a t i o n m e t h o d , one must f i r s t s e l e c t t h e 
a p p r o p r i a t e p a r a m e t e r s a p p e a r i n g i n ( 4 - 3 2 ) . T a b l e 10 summar izes t h e 
c a l c u l a t i o n s o f r e q u i r e d p a r a m e t e r s i n E q u a t i o n ( 4 - 3 2 ) . I n e v a l u a t i n g 
t h e s e p a r a m e t e r s i n ( 4 - 3 2 ) , t h e u n c o n s t r a i n e d s u b s y s t e m f a i l u r e r a t e 
f o r w h i c h X° = 0 i s t a k e n as t h e p o i n t o f e x p a n s i o n . The c o r r e s p o n d i n g 
x? i s t h e n o b t a i n e d f r om ( 4 - 1 2 ) by l e t t i n g X = 0 , and t h e u n c o n s t r a i n e d 
s u b s y s t e m f a i l u r e r a t e s a r e g i v e n by t h e r e l a t i o n o f ( 4 - 1 ) . The u n c o n ­
s t r a i n e d sys tem f a i l u r e r a t e i s t h e n t h e t o t a l o f f ? so o b t a i n e d i n 
co lumn 4 : F° = 25410 x 10~ . The l a s t co lumn o f t h e T a b l e 10 t h e n 
g i v e s : 
10 -12 
S .+2 
= 470 x 10 
j = l CR I. S.CS.+l) Cx") 
R 3 3 3 3 
S u b s t i t u t i n g i n t o E q u a t i o n ( 4 - 3 2 ) , one t h e n f i n d s t h e l i n e a r a p p r o x i m a ­
t i o n f o r X a s : 
System F a i l u r e R a t e = £ f . = j=l : 
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T a b l e 1 0 . C a l c u l a t i o n o f t h e P a r a m e t e r s i n 
t h e L i n e a r A p p r o x i m a t i o n F o r m u l a 
Sub- 2 S.+2 
ys tem f . x ? f ? f . / C 0 I . S . ( S . + l ) ( x ? ) 3 
1 3000 X iff 6 0.9977 3007 X l O " 6 54 X icf 1 2 
2 2000 X l O " 6 0.9991 2002 X l O " 6 15 X l O " 1 2 
3 1600 X l O " 6 0.9993 1601 X l O " 6 8 X l O " 1 2 
. 4 4600 X l O " 6 1.0018 4592 X l O " 6 150 X l O " 1 2 
5 2000 X l o " 6 0.9980 2004 X l O " 6 23 X 1 0 " 1 2 
6 1200 X l O " 6 0.9999 1201 X l O " 6 7 X 1 0 " 1 2 
7 2500 X l O " 6 0.9988 2503 X l O " 6 31 X 1 0 " 1 2 
8 1000 X l O " 6 0.9998 1001 X l O " 6 10 X l O " 1 2 
9 3500 X l O " 6 0.9999 3501 X l O " 6 101 X l O " 1 2 
10 4000 X l O " 6 1.0005 3998 X 1 0 " 6 71 X l O " 1 2 
T o t a l 25410 X l O " 6 470 x io" 1 2 
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X = X° + 
10 
I 
j = l 
f 2 
cR i. s.(s.+i) ( X °H + 2 
-1 
(F - F ° ) 
12 
1 r\ (2 cl 
(24000 x 10 - 25410 x 10 ) 
= - 3 .0 x 10 
I t i s t o be n o t e d f r o m T a b l e 9 t h a t t h e above e s t i m a t e o f X 
e x c e e d s t h e c o r r e c t v a l u e o f X ( - 3 . 2 x 10 ) w h i c h c o r r e s p o n d s t o t h e 
s p e c i f i e d F = 24000 x 10 . T h i s i s b e c a u s e o f t h e f a c t t h a t t h e 
l i n e t a n g e n t t o t h e c u r v e a t t h e p o i n t o f e x p a n s i o n a l w a y s l i e s t o 
t h e r i g h t o f t h e c u r v e , so t h a t E q u a t i o n ( 4 - 3 2 ) o v e r s t a t e s t h e v a l u e 
—6 
o f X c o r r e s p o n d i n g t o F = 24000 x 10 . However , i f t h i s l i n e a r 
a p p r o x i m a t i o n f o r X i s a p p l i e d once more , mak ing X° = - 3 . 0 x 10^ as 
t h e new p o i n t o f e x p a n s i o n one may r e a d i l y o b t a i n t h e d e s i r e d v a l u e 
o f X . 
From T a b l e 9 , t h e a l l o c a t e d subsys tem f a i l u r e r a t e s f o r 
X = - 3 . 0 x 10 a r e f o u n d a s : 
f± = 2845 x 10 
f 3 = 1574 x 10 
f c = 1931 x 10 o 
f = 2412 x 10 
f g = 3231 x 10 
f 2 = 1951 x 10 
f 4 = 4194 x 10 
f_ = 1179 x 10 
6 
f Q = 970 x 10 o 
f = 3791 x 10 
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and 
10 _ B 
7 f . = 24078 x 10 
j = i ] 
The v a l u e s o f t h e p a r a m e t e r s i n ( 4 - 3 2 ) a t t h e p o i n t o f e x p a n s i o n 
X° = - 3 .0 x 1 0 6 a r e : 
S.+2 
f . / C w I. S . ( S . + l ) ( x ? ) 1 
J 3 R 3 3 3 3 
1 48 X l o " 1 2 
2 16 X 
CO
 
9 X i c f 1 2 
4 111 X l o " 1 2 
5 22 X l O " 1 2 
6 8 X i c f 1 2 
7 28 X l o " 1 2 
CO 10 X l o " 1 2 
9 76 X i c f 1 2 
10 62 X l o " 1 2 
T o t a l = 390 X i o " 1 2 
S u b s t i t u t i n g i n t o ( 4 - 3 2 ) , one t h e n f i n d s t h e s e c o n d l i n e a r 
e s t i m a t e o f X a s : 
i - l 




I — S.+'2 
(F - F ° ) 
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12 
3 .2 x 1 0 6 
The s e c o n d a p p r o x i m a t i o n o f X imp roves t h e a p p r o x i m a t i o n f a r b e t t e r 
and y i e l d s t h e d e s i r e d v a l u e o f X s a t i s f y i n g t h e g i v e n c o n s t r a i n t . 
C o n c l u d i n g Remarks 
In t h i s c h a p t e r , a r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n method b a s e d on t h e 
t o t a l sys tem c o s t s has been d e v e l o p e d . S i n c e e v e r y new s i t u a t i o n 
a r i s e n i n t h e r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n p r o c e s s w i l l c a l l f o r m o d i f i c a t i o n 
o f some o f t h e c o s t e s t i m a t i n g r e l a t i o n s h i p s , t h e m e t h o d o l o g y p r e s e n t e d 
he re i s i n t e n d e d t o be s u f f i c i e n t l y g e n e r a l t o a p p l y t o a v a r i e t y o f 
s i t u a t i o n s . 
One o f t h e c r u c i a l t a s k s i n a p p l y i n g t h i s a l l o c a t i o n method i s 
t h e d e t e r m i n a t i o n f rom h i s t o r i c a l d a t a o f u s e f u l r e l a t i o n s h i p s be tween 
t h e r e l e v a n t sys tem c o s t s and t h e l e v e l s o f a l l o c a t e d f a i l u r e r a t e . 
Because t h e r e a r e i n s u f f i c i e n t d a t a f o r e s t i m a t i n g s e p a r a t e l y t h e many 
c o s t e l e m e n t s i n v o l v e d , t h e y a r e g r o u p e d as an a g g r e g a t e i n t o t h r e e 
ma jo r c o s t e l e m e n t s — o n e - t i m e i n i t i a l i n v e s t m e n t s , a n n u a l o p e r a t i n g 
c o s t , and a n n u a l f a i l u r e c o s t o f t h e s u b s y s t e m . 
O f a l l c o s t e l e m e n t s i n v o l v e d i n t h e r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n 
p r o c e s s , t h e c o s t o f i n i t i a l i n v e s t m e n t s i s p r o b a b l y s u b j e c t t o most 
e r r o r s s i n c e t h i s c o s t i n v o l v e s a g r e a t d e a l o f u n c e r t a i n t y i n t h e 
e s t i m a t i o n s . T h i s u n c e r t a i n t y abou t c o s t e s t i m a t e s i s m e r e l y a r e ­
f l e c t i o n o f t h e u n c e r t a i n t i e s i n h e r e n t i n t h e R e s e a r c h and D e v e l o p m e n t , 
3 .0 x 1 0 6 + ^ - r - (2400 x 1 0 " 6 - 24078 x 1 0 ~ 6 ) 
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p r o t o t y p e f a b r i c a t i o n , and t e s t i n g p r o c e s s e s f o r a n e w l y - d e v e l o p e d 
s y s t e m . However , t h i s l i m i t a t i o n i s n o t c o n s i d e r e d a permanent one 
s i n c e more and more d a t a w i l l soon become a v a i l a b l e f r om sys tems now 
under deve lopmen t and f r o m t h o s e d e v e l o p e d i n t h e f u t u r e . 
The a l l o c a t i o n method p r e s e n t e d h e r e has s e v e r a l c h a r a c t e r i s t i c s . 
F i r s t , i t t a k e s i n t o a c c o u n t many o f t h e p r ime c o s t e l e m e n t s t h a t a r e 
r e l e v a n t i n t h e r e l i a b i l i t y a l l o c a t i n , and a t t e m p t s t o m i n i m i z e t h e 
o v e r a l l sys tem c o s t s i n t h e a l l o c a t i o n p r o c e s s . Many o f t h e s e r e l e v a n t 
c o s t e l e m e n t s a r e n e g l e c t e d o r o m i t t e d i n e x i s t i n g methods u s e d t o 
a l l o c a t e sys tem r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t . S e c o n d l y , i t makes a c l e a r 
d i s t i n c t i o n be tween t h e o n e - t i m e i n i t i a l i n v e s t m e n t c o s t and r e c u r r i n g 
o p e r a t i n g e x p e n s e s w h i c h w i l l n o t o n l y p e r m i t an easy measurement o f 
c o s t e l e m e n t s b u t a l s o a c t u a l l y m i n i m i z e t h e e r r o r s a s s o c i a t e d w i t h 
t h e c o s t e s t i m a t i o n s . T h i r d l y , t h e c o m p u t a t i o n a l scheme used i n t h e 
a l l o c a t i o n method i s r a t h e r s i m p l e so t h a t t h e s o l u t i o n s a r e easy t o 
o b t a i n i n a s t r a i g h t f o r w a r d manner . The method a l s o p r o v i d e s a b a s i s 
f o r e v a l u a t i n g a l t e r n a t i v e sys tem d e s i g n s i n te rms o f b o t h c o s t o f a 
g i v e n l e v e l o f s y s t e m r e l i a b i l i t y and sys tem r e l i a b i l i t y o b t a i n a b l e 
f o r a f i x e d c o s t . The method i s " m i x e d " i n a s e n s e t h a t i t i n v o l v e s 
a l l o c a t i o n s o f sys tem r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t as w e l l as p l a n n i n g 
d e c i s i o n s . 
CHAPTER V 
R E L I A B I L I T Y IMPROVEMENT THROUGH 
REPAIRABLE REDUNDANCY 
P r e l i m i n a r y C o n s i d e r a t i o n s 
In any sys tem d e s i g n , sys tem r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t s c a n n o t be 
met s i m p l y by d e s i g n i n g t h e sys tem t h a t w i l l p e r f o r m t h e i n t e n d e d 
f u n c t i o n s . When a p r e l i m i n a r y d e s i g n c o n c e p t has been p r o p o s e d , i t 
i s n e c e s s a r y t o d e t e r m i n e how c o n s i s t e n t i t i s w i t h t h e d e s i r e d 
r e l i a b i l i t y and o t h e r p e r f o r m a n c e r e q u i r e m e n t s b e f o r e t i m e and f u n d s 
a r e s p e n t i n t h e d e t a i l e d d e s i g n and d e v e l o p m e n t . Compar i son o f p r e -
d e s i g n p r e d i c t i o n s w i t h t h e s p e c i f i e d sys tem r e q u i r e m e n t s i s a l w a y s 
n e c e s s a r y a t t h i s e a r l y s t a g e o f t h e deve lopmen t p rog ram b e c a u s e i t 
p r o v i d e s sys tem d e s i g n e r s w i t h t h e magn i tude and c a u s e s o f d i s c r e p a n ­
c i e s be tween p r e d i c t i o n s and r e q u i r e m e n t s , and h e l p s t o s e l e c t a 
p r o p e r d e s i g n a p p r o a c h t o s a t i s f y t h e r e q u i r e m e n t s . 
I f a r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t g r e a t l y e x c e e d s t h e p r e d i c t e d 
v a l u e , i t may be l o g i c a l t o d e c i d e t h a t t h i s d e s i g n c o n c e p t i s n o t 
p r a c t i c a l l y f e a s i b l e . I n t h i s s i t u a t i o n t h e s y s t e m d e s i g n e r i s f a c e d 
w i t h t h e p r o b l e m o f d e v e l o p i n g a new d e s i g n c o n c e p t w h i c h may r e q u i r e 
an e n t i r e l y d i f f e r e n t f u n c t i o n a l a p p r o a c h t o meet t h e r e q u i r e m e n t s . 
The u s u a l approaches employed by d e s i g n e r s f o r i m p r o v i n g sys tem r e l i a ­
b i l i t y i n c l u d e s u c h methods as r e d u n d a n c y a p p l i c a t i o n s a t c r i t i c a l 
e l e m e n t s , d e s i g n s i m p l i f i c a t i o n : and d e r a t i n g t e c h n i q u e s , use o f 
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imp roved componen ts , and b e t t e r p r o d u c t i o n and q u a l i t y c o n t r o l . 
O f t h e s e a p p r o a c h e s t o w a r d t h e r e l i a b i l i t y d e s i g n , r e d u n d a n c y 
a p p l i c a t i o n i s c o n s i d e r e d by many sys tem d e s i g n e r s as one o f t h e 
e a s i e s t and most a p p r o p r i a t e means o f o b t a i n i n g r e l i a b i l i t y i m p r o v e ­
ment . F o r a c e r t a i n r e d u n d a n t sys tem i n w h i c h sys tem e l e m e n t s a r e 
assumed t o be i n d e p e n d e n t a l o n g w i t h p e r f e c t r e l i a b i l i t y o f s t a n d b y 
e l e m e n t s and f a i l u r e - f r e e s w i t c h i n g d e v i c e s , r e d u n d a n c y a p p l i c a t i o n s 
a t weak sys tem e l e m e n t s w i l l c e r t a i n l y improve t h e sys tem r e l i a b i l i t y 
s i g n i f i c a n t l y . Howeve r , i n many c a s e s o f r e d u n d a n c y a p p l i c a t i o n s , 
sys tem e l e m e n t s a r e no t a l w a y s i n d e p e n d e n t ; and s w i t c h i n g d e v i c e s 
a r e r a r e l y f a i l u r e - f r e e , and c e r t a i n p a r t s and components can f a i l 
even i n s t a n d b y o p e r a t i o n due t o t h e e f f e c t o f r a d i a t i o n , s h o c k , 
and i n t e r n a l l y - g e n e r a t e d h e a t . T h u s , t h e n e e d f o r a s w i t c h i n g d e v i c e , 
and t h e i n c r e a s e i n c o m p l e x i t y , w e i g h t and space as w e l l as i n t e r ­
dependence be tween t h e f a i l u r e p r o b a b i l i t i e s o f r e d u n d a n t e l e m e n t s may 
a c t u a l l y r e d u c e t h e e f f e c t i v e n e s s o f t h e r e d u n d a n c y a p p l i c a t i o n . F o r 
a sys tem where t h e w e i g h t o r space r e q u i r e m e n t i s o f p r ime i m p o r t a n c e , 
t h e use o f r e d u n d a n c y may p r o v e t o be a p r o h i b i t i v e d e s i g n a p p r o a c h 
even t h r o u g h a r e d u n d a n c y a p p l i c a t i o n w i l l improve t h e d e s i r e d r e l i a ­
b i l i t y o f t h e s y s t e m . 
I n a c e r t a i n s i t u a t i o n , r a t h e r t h a n add a t h i r d o r f o u r t h 
p a r a l l e l r e d u n d a n t e l e m e n t , i t may be more e c o n o m i c a l i n te rms o f 
w e i g h t , s p a c e , and c o s t t o i n c r e a s e t h e r e l i a b i l i t y o f t h e sys tem by 
mak ing t h e sys tem r e p a i r a b l e w h i l e i n o p e r a t i o n „ I f a sys tem i s s o 
d e s i g n e d t h a t i n s t a n t r e p a i r work on t h e f a i l e d sys tem e lemen t i s 
f e a s i b l e by an a t t e n d i n g o p e r a t o r , r e l i a b i l i t y improvement c a n be 
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e x p e c t e d t o be much g r e a t e r t h a n t h e c a s e o f a n o n - r e p a i r a b l e s y s t e m . 
F u r t h e r m o r e , t h i s improvement i n r e l i a b i l i t y i s a c h i e v e d w i t h o u t a d d i n g 
much sys tem w e i g h t as compared w i t h a d u p l i c a t i o n o f e n t i r e sys tem 
e l e m e n t s . 
I n a c t u a l sys tem a p p l i c a t i o n s , whe the r o r no t a g i v e n sys tem 
i s r e p a i r a b l e upon f a i l u r e i s dependen t upon t h e many f a c t o r s a s (1 ) 
ha rdware c h a r a c t e r i s t i c s , s u c h as p h y s i c a l make-up o f t h e s y s t e m , 
c o m p l e x i t y , and a c c e s s i b i l i t y o f f a i l e d e l e m e n t s ; (2 ) a v a i l a b i l i t y o f 
s p a r e p a r t s t o r e p l a c e t h e f a i l e d p a r t s ; (3 ) e f f i c i e n c y o f f a i l u r e 
d e t e c t i n g d e v i c e s ; (4 ) a v a i l a b i l i t y o f p r o p e r t o o l s t o p e r f o r m t h e 
n e c e s s a r y r e p a i r w o r k ; (5 ) c a p a b i l i t y o f an a t t e n d i n g o p e r a t o r t o 
p e r f o r m t h e r e q u i r e d r e p a i r work on t h e f a i l e d s y s t e m e l e m e n t s . 
Of t h e s e f a c t o r s w h i c h w i l l a f f e c t t h e r e p a i r a b i l i t y o f a 
f a i l e d sys tem e l e m e n t , o n l y t h e ha rdware c h a r a c t e r i s t i c s a r e c o n s i d e r e d 
t o be u n d e r d i r e c t e n g i n e e r i n g c o n t r o l o f t h e s y s t e m d e s i g n e r s . I n 
o r d e r t o p e r f o r m t h e immed ia te r e p a i r work on a f a i l e d e l e m e n t , t h e 
sys tem d e s i g n e r must d e s i g n h i s sys tem i n s u c h a way t h a t f a i l e d com­
p o n e n t s o r p a r t s c a n be e a s i l y removed and r e p l a c e d . I n t h i s r e s p e c t , 
t h e p h y s i c a l make-up o f t h e sys tem c o n f i g u r a t i o n s w i l l a f f e c t t o a 
l a r g e e x t e n t t h e a c c e s s i b i l i t y o f t h e f a i l e d sys tem e l e m e n t s . A l t h o u g h 
t h e r e m a i n i n g f o u r f a c t o r s w h i c h w i l l e i t h e r a f f e c t r e p a i r a b i l i t y o f 
t h e f a i l e d e lement o r i n c r e a s e t h e d i f f i c u l t i e s o f r e p a i r work a r e n o t 
d i r e c t l y u n d e r t h e c o n t r o l o f t h e sys tem d e s i g n e r , he i s s t i l l r e s p o n s i ­
b l e f o r s p e c i f y i n g t h e s e r e q u i r e m e n t s i f he wan ts t o i n c o r p o r a t e t h i s 
t y p e o f r e p a i r p o l i c y as a means o f a c h i e v i n g t h e d e s i r e d r e l i a b i l i t y 
g o a l . 
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I n d e v e l o p i n g a r e l i a b i l i t y mode l i n w h i c h sys tem e l e m e n t s a r e 
made r e p a i r a b l e by an a t t e n d i n g o p e r a t o r , i t w o u l d seem a p p r o p r i a t e 
t h a t some measure s h o u l d be u s e d t o r e p r e s e n t t h e d e g r e e o f f e a s i b i l i t y 
w i t h w h i c h a s y s t e m e lemen t can be r e p a i r e d . The i n d e x o f r e p a i r a b i l i t y , 
E , has been s e l e c t e d i n t h e mode l d e v e l o p e d h e r e f o r t h i s c o n c e p t . The 
i n d e x o f r e p a i r a b i l i t y i s d e f i n e d i n te rms o f t h e c o n d i t i o n a l p r o b a ­
b i l i t y t h a t an a t t e n d i n g o p e r a t o r c a n r e p a i r t h e f a i l e d sys tem e lemen t 
g i v e n t h a t a f a i l u r e has o c c u r r e d . T h u s , i t i s assumed t h a t i n t h e 
e v e n t o f a f a i l u r e o f any sys tem e l e m e n t , t h e f a i l e d e lemen t can be 
r e p a i r e d by an a t t e n d i n g o p e r a t o r w i t h a c e r t a i n p r o b a b i l i t y . 
T h i s p r o b a b i l i t y measure E i s somewhat a n a l o g o u s t o t h e c u r r e n t 
d e f i n i t i o n o f r e p a i r a b i l i t y u s e d i n r e l i a b i l i t y l i t e r a t u r e . Howeve r , 
t h e d i f f e r e n c e be tween t h e s e two c o n c e p t s i s t h a t t h e measure E a d o p t e d 
h e r e i s a c o n d i t i o n a l p r o b a b i l i t y measure w h i c h depends upon t h o s e 
f a c t o r s as ha rdware c h a r a c t e r i s t i c s , a v a i l a b i l i t y o f s p a r e p a r t s and 
r e p a i r t o o l s , e f f i c i e n c y o f f a i l u r e d e t e c t i n g d e v i c e s , and c a p a b i l i t y 
o f an a t t e n d i n g o p e r a t o r t o p e r f o r m n e c e s s a r y r e p a i r w o r k , whereas 
t h e r e p a i r a b i l i t y i s r e s t r i c t e d t o t h e p r o b a b i l i t y t h a t a f a i l e d sys tem 
w i l l be r e s t o r e d t o o p e r a b l e c o n d i t i o n i n a s p e c i f i e d a c t i v e r e p a i r 
t i m e . 
The a c t u a l d e t e r m i n a t i o n o f t h i s f a c t o r E i s somewhat ambiguous 
a t t h e e a r l y s t a g e s o f a deve lopment p r o g r a m , s i n c e t h e d e t a i l e d i n f o r ­
m a t i o n i s n o t a v a i l a b l e a t t h i s t i m e . I n many c a s e s , t h i s f a c t o r may 
be e s t i m a t e d f r om t h e a v a i l a b l e f a i l u r e d a t a s h o w i n g t h e p e r c e n t a g e o f 
f a i l u r e s f o u n d t o be r e p a i r a b l e f o r a s i m i l a r sys tem w i t h c o m p a r a b l e 
f u n c t i o n and c o m p l e x i t y . I f t h e o b j e c t i v e o f t h e d e s i g n e r i s t o i n c r e a s e 
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r e l i a b i l i t y o f h i s sys tem by i n c o r p o r a t i n g t h i s t y p e o f r e p a i r p o l i c y , 
t h e sys tem d e s i g n e r must t h e n s p e c i f y t h e s e r e q u i r e m e n t s on h i s sys tem 
d e s i g n so t h a t t h e d e s i r e d improvement i n r e l i a b i l i t y c a n be a c h i e v e d . 
I n t h i s c h a p t e r , r e l i a b i l i t y mode ls a r e d e v e l o p e d t o d e t e r m i n e 
t h e r e l i a b i l i t y f u n c t i o n s and t h e m e a n - t i m e - t o - f a i l u r e s f o r b o t h n o n -
r e p a i r a b l e and r e p a i r a b l e sys tem c o n f i g u r a t i o n s . Then t h e c o m p a r i s o n 
i s made be tween n o n - r e p a i r a b l e sys tems and r e p a i r a b l e sys tems i n 
t e rms o f r e l i a b i l i t y and m e a n - t i m e - t o - f a i l u r e . R e l a t i v e improvements 
i n r e l i a b i l i t y and m e a n - t i m e - t o - f a i l u r e o f r e p a i r a b l e sys tems o v e r i t s 
n o n - r e p a i r a b l e sys tems a r e e s t i m a t e d t o d e m o n s t r a t e t h e a d v a n t a g e s o f 
t h i s r e p a i r p o l i c y . 
The R e l i a b i l i t y F u n c t i o n and Mean Time 
t o F a i l u r e o f Redundant Systems 
In o r d e r t o f i n d t h e r e l i a b i l i t y f u n c t i o n and m e a n - t i m e - t o -
f a i l u r e o f t h e r e d u n d a n t s y s t e m under c o n s i d e r a t i o n , t h e f o l l o w i n g 
a s s u m p t i o n s a r e made: 
1 . The sys tem e l e m e n t s c o n s i d e r e d h e r e a r e t h o s e whose o p e r a ­
t i o n can be d e s c r i b e d i n d i s c r e t e te rms as e i t h e r " o p e r a b l e " o r " f a i l e d " 
o v e r a s p e c i f i e d t i m e p e r i o d . 
2 . The f a i l u r e t i m e d e n s i t y f u n c t i o n o f t h e r e d u n d a n t sys tem 
i s o f t h e e x p o n e n t i a l f o rm w i t h c o n s t a n t f a i l u r e r a t e s . T h u s , t h e 
p r o b a b i l i t y o f a s i n g l e sys tem e lemen t f a i l u r e i n ( t , t + d t ) i s X^ d t 
d u r i n g a c t i v e o p e r a t i o n ( o n - l i n e ) , and X^ d t w h i l e i n s t a n d b y o p e r a t i o n 
( o f f - l i n e ) , where X^ and X^ d e n o t e t h e c o n s t a n t f a i l u r e r a t e , r e s p e c ­
t i v e l y . 
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3 . The r e p a i r t i m e d e n s i t y f u n c t i o n i s a l s o o f t h e e x p o n e n t i a l 
f o r m w i t h t h e c o n s t a n t r e p a i r r a t e y . 
4 . The p r o b a b i l i t y o f more t h a n one f a i l u r e o r r e p a i r d u r i n g 
( t , t + d t ) i s assumed t o be 0 ( d t ) , where 0 ( d t ) d e n o t e s a q u a n t i t y w h i c h 
i s o f s m a l l e r o r d e r o f magn i t ude t h a n d t . 
5 . The r e p a i r work on a f a i l e d sys tem e lemen t s t a r t s i m m e d i a t e l y 
by an a t t e n d i n g o p e r a t o r g i v e n t h a t t h e f a i l u r e i s p r o p e r l y d e t e c t e d 
and t h e s p a r e p a r t s r e q u i r e d f o r t h e r e p a i r s a r e a v a i l a b l e . The c o n d i ­
t i o n a l p r o b a b i l i t y t h a t an a t t e n d i n g o p e r a t o r can r e p a i r t h e f a i l e d 
e l e m e n t g i v e n t h a t a f a i l u r e has o c c u r r e d d u r i n g t h e sys tem o p e r a t i o n 
i s e q u a l t o E . 
6 . E a c h e lemen t i n t h e r e d u n d a n t sys tem i s assumed t o be 
s t o c h a s t i c a l l y i n d e p e n d e n t so t h a t t h e f a i l u r e o r r e p a i r i n one o f t h e 
sys tem e l e m e n t s w i l l n o t a f f e c t t h e f a i l u r e r a t e o r r e p a i r r a t e o f t h e 
o t h e r sys tem e l e m e n t s . 
W i t h t h e above a s s u m p t i o n s , t h e f a i l u r e and r e p a i r p r o c e s s i n a 
sys tem c a n be d e v e l o p e d i n te rms o f p r o b a b i l i t i e s P ( t ) t h a t a t t i m e 
t t h e s y s t e m i s i n s t a t e K. A s t a t e o f t h e sys tem i s d e f i n e d s i m p l y 
by l i s t i n g t h e c o n d i t i o n s o f t h e sys tem e l e m e n t s w h i c h a r e e i t h e r w o r k ­
i n g s a t i s f a c t o r i l y o r f a i l e d . A t any i n s t a n t i n t i m e , t h e sys tem c a n 
be i n one o f a number o f m u t u a l l y e x c l u s i v e s t a t e s . 
When t h e f a i l u r e and r e p a i r d i s t r i b u t i o n s a r e t h e e x p o n e n t i a l , 
t h e p r o b a b i l i t i e s t h a t t h e sys tem changes f rom s t a t e i t o s t a t e j 
s a t i s f y t h e p r o p e r t y o f a s t a t i o n a r y Markov c h a i n whose s t a t e s p a c e i s 
t h e n o n - n e g a t i v e i n t e g e r s . L e t p ^ d t be t h e p r o b a b i l i t y t h a t t h e 
s y s t e m changes f r o m s t a t e i t o s t a t e j i n t i m e d t . Then t h e t r a n s i t i o n 
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p r o b a b i l i t i e s w h i c h d e s c r i b e t h e p r o b a b i l i t i e s o f t r a n s i t i o n s f r o m 
s t a t e i t o s t a t e j i n t ime d t may be a r r a n g e d i n a m a t r i x o f t r a n s i t i o n 
p r o b a b i l i t i e s 
P = 
P 0 0 P 0 1 P 0 2 
1 P 1 0 P l l P 1 2 
2 P 2 Q P 2 1 P 2 2 





where t h e s u b s c r i p t s deno te t h e s t a t e o f t h e s y s t e m , and n r e p r e s e n t s 
t h e number o f d i s t i n c t s t a t e s . C l e a r l y m a t r i x P i s a s q u a r e m a t r i x 
w i t h n o n - n e g a t i v e e l e m e n t s and u n i t row sums. 
G i v e n t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t y m a t r i x , i t i s p o s s i b l e t o 
d e r i v e d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s f o r t h e p r o b a b i l i t i e s P v ( t ) o f f i n d i n g 
t h e sys tem a t t i m e t i n s t a t e K by t h e f o l l o w i n g a rgumen t . To c a l c u l a t e 
P v ( t + d t ) , f i r s t n o t e t h a t a t t i m e t + d t t h e s y s t e m c a n be i n s t a t e 
is. 
K o n l y i f one o f t h e f o l l o w i n g c o n d i t i o n s i s s a t i s f i e d : (1 ) A t t i m e t 
t h e sys tem i s i n s t a t e K and d u r i n g ( t , t + d t ) no t r a n s i t i o n t o t h e 
o t h e r s t a t e s o c c u r s ; ( 2 ) a t t ime t t h e sys tem i s i n t h e s t a t e o t h e r 
t h a n s t a t e K and d u r i n g ( t , t + d t ) a t r a n s i t i o n t o s t a t e K o c c u r s ; 
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(3 ) d u r i n g ( t , t + d t ) two o r more t r a n s i t i o n s o c c u r . By t h e a s s u m p t i o n 
made a b o v e , t h e p r o b a b i l i t y o f t h e l a s t even t i s 0 ( d t ) . The f i r s t two 
e v e n t s a r e m u t u a l l y e x c l u s i v e so t h a t t h e i r p r o b a b i l i t i e s a d d . T h i s 
means t h a t t h e f u n c t i o n s P v ( t ) s a t i s f y t h e f o l l o w i n g sys tem 'o f d i f f e r -
e n t i a l e q u a t i o n s : 
P K ( t + d t ) = PK(t)i 
1 
P r o b a b i l i t y t h a t no t r a n s i t i o n f rom s t a t e I 
K t o t h e o t h e r s t a t e s o c c u r s i n J ( 5 - 2 ) 
( t , t + d t ) 
n J P r o b a b i l i t y t h a t a t r a n s i t i o n t o 
+ I P.(t)1 s t a t e K o c c u r s i n ( t , t + d t ) 
i=K 1 ^ 
= p K ( t > [ i - i P K i d t ] + j p . ( t ) • P d t 
i = K i = K 
T r a n s p o s i n g t h e t e r m P v ( t ) and d i v i d i n g t h e e q u a t i o n by d t , and t a k i n g 
t h e l i m i t as d t + 0 , one o b t a i n s 
P K ( t ) = } v P i ( t ) * P i K " X ? 1 < ( t ) " ^ ( 5 " 3 ) 
where K = 0 , l , 2 , . . . , n . 
G i v e n t h e i n i t i a l p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n {P „ (0 ) } f o r 
K = 0 , l , 2 , . . . , n , one can s o l v e ( 5 - 3 ) t o o b t a i n P ( t ) . I n t h e f o l l o w -
K 
i n g s e c t i o n , t h e r e l i a b i l i t y f u n c t i o n w h i c h g i v e s t h e p r o b a b i l i t y t h a t 
t h e sys tem w i l l n o t have r e a c h e d a f a i l e d s t a t e w i t h i n a t i m e i n t e r v a l 
( 0 , t ) , and t h e m e a n - t i m e - t o - f a i l u r e a r e d e r i v e d f o r b o t h n o n - r e p a i r a b l e 
and r e p a i r a b l e r e d u n d a n t s y s t e m s . 
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N o n - R e p a i r a b l e Redundant System w i t h an I m p e r f e c t S w i t c h i n g D e v i c e : 
C o n s i d e r a s t a n d b y r e d u n d a n t sys tem w i t h e l emen ts A and B and 
a s w i t c h i n g d e v i c e S as shown i n F i g u r e 1 1 . 
P r i m a r y E l e m e n t , A 
h 
c 
S tandby E l e m e n t , B 
X 2 
F i g u r e 1 1 . Two-E lemen t Redundant System 
w i t h an I m p e r f e c t S w i t c h i n g 
D e v i c e 
Assume t h a t t h e sys tem e lemen t has a f a i l u r e r a t e X^ w h i l e i n o n - l i n e , 
and X^ w h i l e i n o f f - l i n e . The s w i t c h i n g d e v i c e may f a i l any t i m e and 
has a f a i l u r e r a t e X g . T h e r e f o r e , i f t h e s w i t c h S f a i l s , s t a n d b y 
e lemen t c a n n o t be u s e d even a t a t i m e o f t h e p r i m a r y e lemen t f a i l u r e . 
To d e r i v e t h e r e l i a b i l i t y f u n c t i o n and m e a n - t i m e - t o - f a i l u r e f o r t h i s 
c a s e , one d e f i n e s t h e f o l l o w i n g e i g h t p o s s i b l e s t a t e s o f t h e s y s t e m , 
where t h e s t a t e s d e n o t e t h e d i f f e r e n t c o n d i t i o n s o f t h e sys tem e l e m e n t s , 
and emp loys t h e f o l l o w i n g t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t y m a t r i x P . The b a r 
o v e r t h e l e t t e r r e p r e s e n t s f a i l u r e o f t h a t e l e m e n t . The f i r s t t h r e e 
s t a t e s A S B , A S B , and A S B a r e c o n s i d e r e d u n a c c e p t a b l e s t a t e s 
( f a i l e d s t a t e s ) . T h u s , when t h e sys tem once r e a c h e s t h e s e s t a t e s no 
t r a n s i t i o n s ou t o f t h e s e s t a t e s a r e p o s s i b l e , and t h e t r a n s i t i o n p r o c e s s 
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i s t e r m i n a t e d . The r e m a i n i n g s t a t e s c o n s t i t u t e t h e a c c e p t a b l e s t a t e s , 
and t r a n s i t i o n s be tween t h e s e s t a t e s a r e p o s s i b l e w i t h t h e s p e c i f i e d 
t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s . 
A S B A S B A S B A S B A S B A S B A S B A S B 
(1 )A S B 
(2 )A S B 
(3 )A S B 
P = (4 )A S B 
(5 )A S B 
(6 )A S B 
(7)A S B 
(8 )A S B 
0: 0 0 0 







0 A. A 1- (A,+A ) 0 
1 s I s 
0 0 0 i-x 0 
0 0 A l - ( A n + A ) 0 s I s 
A n 0 1 - ( A 1 + A 2 ) 0 
A 1 - (A ,+A 0 +A ) 
S 1 2 s 
( 5 - 4 ) 
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pl(t + d t ) -P 1 ( t ) + x1 P 5 ( t ) d t 
P 2 ( t + d t ) = P 2 ( t ) + x ± P. , ( t ) d t + X . P . ( t ) d t 4 1 6 
+ d t ) = P 3 ( t ) + X 
s 
P 4 ( t ) d t + X 1 P ? ( t ) d t 
v* + d t ) = P ^ ( t ) Cl - (X + X ) d t ] + X. P Q ( t ) d t I s 1 8 
P 5 ( t 
+ d t ) = P 5 ( t ) [1 - X. d t ] + X P . ( t ) d t + X 0 P _ ( t ) d t J. s b z I 
P 6 ( t 
+ d t ) = P 6 ( t ) [1 - (X . + X ) d t ] + X . P ( t ) d t 
I s 2 8 
E ? ( t + d t ) = P ? ( t ) [1 - (X . + X _ ) d t ] + X o P ( t ) d t 
± Z S o 
P 8 ( t 
+ d t ) = P 8 ( t ) [1 - (X . + X . + X ) d t ] 
1 2 s 
T r a n s p o s i n g t h e t e rm P ^ ( t ) f o r K = 1 , 2 , . . . , 8 , and d i v i d i n g t h e e q u a ­
t i o n s by d t , and l e t t i n g d t 0 , one o b t a i n s t h e f o l l o w i n g sys tem o f 
d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s : 
P ^ ( t ) - X 1 P 5 ( t ) = 0 ( 5 - 6 ) 
P 2 ( t ) - xx P ^ ( t ) - x1 P 6 ( t ) = 0 
p ' ( t ) - X P ( t ) - X . P ( t ) = 0 
3 s 4 1 / 
V*> + ( X 1 + V P 4 ( t ) - X l P 8 ( t ) = 0 
The f o r e g o i n g t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s t h e n l e a d t o t h e f o l l o w i n g p r o b a ­
b i l i t y e q u a t i o n s i n te rms o f P ^ ( t ) ( s e e E q u a t i o n ( 5 - 2 ) ) : 
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P 5 ( t ) + x 1 p g ( t ) - x s P 6 ( t ) - X 0 P ? ( t ) = 0 
p ' ( t ) + (X . + x ) P ( t ) - X_ P ( t ) = o 
6 1 s 6 2 8 
P 7 ( t ) + ( x 1 + x 2 ) p ? ( t ) - x s P Q ( t ) = 0 
P g ( t ) + ( X x + X 2 + X s ) P g ( t ) = 0 
Assum ing t h a t a t t i m e t = 0, b o t h sys tem e l e m e n t s and s w i t c h i n g d e v i c e s 
a r e o p e r a b l e , t h e i n i t i a l c o n d i t i o n s a r e t h e n g i v e n b y : 
P 1 ( 0 ) = P 2 ( 0 ) = . . . = P ? ( 0 ) = 0, and P Q ( 0 ) = 1 (5-7) 
I n o r d e r t o s o l v e (5-6) f o r P ( t ) , K = 1 , 2 , . . . , 8 , one employs t h e 
L a p l a c e t r a n s f o r m s o f (5-6) , w h i c h y i e l d t h e f o l l o w i n g s i m u l t a n e o u s 
l i n e a r e q u a t i o n s w i t h t h e c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s : 
S P 1 ( s ) - X 1 P 5 ( s ) = 0 (5.-8) 
S P 2 ( s ) - X 1 P 4 ( s ) - X 1 P 6 ( s ) = 0 
S P . ( s ) - X o P ( s ) - X . P _ ( s ) = 0 
3 S 4 1 7 
S P u ( s ) + (X . + X ) P ( s ) - X . P Q ( s ) = 0 
4 1 s 4 1 8 
S P . ( s ) + X- P . ( s ) - X c P ( s ) - X . P ( s ) = 0 
5 l b s 6 2 7 
S P . ( s ) + (X . + X ) P ( s ) - X . P ( s ) = 0 
b 1 s b Z o 
S P _ ( s ) + (X . + X . ) P ( s ) - X P _ ( s ) = 0 7 1 2 7 S 8 
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S P 8 ( s ) + ( X 1 + X 2 + X g ) P 8 ( s ) = 1 
S i n c e t h e sys tem i s i n o p e r a b l e s t a t e i f t h e sys tem i s i n one o f s t a t e s 
4 , 5 , 6 , 7 , and 8 , one needs o n l y t o s o l v e P ( s ) f o r t h e s e s t a t e s t o 
o b t a i n t h e r e l i a b i l i t y f u n c t i o n o f t h i s system,, 
S o l v i n g f o r P ( s ) , K = 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , one o b t a i n s : 
P 8 ( s ) S + X n + X + X 1 2 s 
X g 
P 7 ( S ) = (S + X . + X . ) ( S + X . + X + X ) 
1 2 1 2 s 
P 6 ( s ) (S + X, + X ) (S + X n + X 0 + X ) I s 1 2 s 
_ V^s 
P 5 ( s ) (S + X n ) ( S + X n + X ) (S + X n + X n + X ) 1 I s 1 2 s 
X„ X 2 s 
(S + xx)(s + X ± + x2)(s + X ± + x2 + X g ) 
P 4 ( s ) (S + X n + X ) (S + X + X n + X ) I s 1 2 s 
T a k i n g t h e L a p l a c e i n v e r s e t r a n s f o r m s f o r P ( s ) , K = 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , one 
f i n d s : 
- ( X + X ) t - ( X +X +A ) t 
I s 1 2 s 
e - e 
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- X . t - (X .+X ) t - ( X . + X 0 ) t - ( X . + X 0 + X ) t 
T . \
 1 I s 1 2 1 2 s 
P _ ( t ) = e - e - e + e 
5 
- ( X . + X ) t - ( X +X.+X ) t 
r> r.u\ I s 1 2 s 
P g ( t ) = e - e 
- ( X +X ) t - ( X +X +X ) t 
P ? ( t ) = e 1 2 - e 1 2 5 
- ( X + X . + X ) t 
P « ( t ) = e 1 2 S 
T h e r e f o r e , t h e r e l i a b i l i t y f u n c t i o n f o r t h i s r e d u n d a n t sys tem i s f o u n d 
t o be 
R ( t ) = P 4 ( t ) + P g ( t ) + P 6 ( t ) + P ( t ) + P 8 ( t ) ( 5 - 9 ) 
- X . t X , - ( X +X ) t X , - (X,+X„+X ) t 
1 , 1 I s 1 1 2 s 
= e + T — e - T — e 
x2 x2 
The m e a n - t i m e - t o - f a i l u r e (MTTF) o f t h i s sys tem i s o b t a i n e d by i n t e ­
g r a t i n g ( 5 - 9 ) o v e r i t s r ange (0,°°) . 
MTTF = / R f t W t ^ t ' - x ( x ' ) ( 5 - 1 0 ) 
o 1 2 1 s 2 1 2 s 
I t i s i n t e r e s t i n g t o n o t e t h a t when one has a p e r f e c t s w i t c h i n g d e v i c e , 
i . e . , X = 0 , one o b t a i n s f r o m ( 5 - 9 ) and ( 5 - 1 0 ) t h a t 
s 
X + X - X t X - ( X +X ) t 
R ( t ) = - ± r - e 1 - - ± e 1 1 ( 5 - 1 1 ) 
2 2 
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MTTF = + T ^ r — ( 5 - 1 2 ) 
X l X l + X 2 
When A^ =,' A^ = A , w h i c h i s t h e c a s e o f an a c t i v e r e d u n d a n c y , one has 
R ( t ) = 2e X t - e ~ 2 X t ( 5 - 1 3 ) 
M T T F = ~ - ( 5 - 1 4 ) 
2. A 
N o n - R e p a i r a b l e S tandby Redundant System 
C o n s i d e r t h e c a s e o f a d o u b l y r e d u n d a n t sys tem shown i n F i g u r e 
1 2 . 
P r i m a r y E lemen t A^ 
S tandby E lemen t A^ 
S tandby E lemen t A^ 
F i g u r e 1 2 . T h r e e - E l e m e n t S tandby Redundant System C o n f i g u r a t i o n 
A g a i n assume t h a t t h e f a i l u r e r a t e o f an o n - l i n e e lemen t i s A^ and t h a t 
o f o f f - l i n e e lement i s A ^ . A t any one t i m e t h e s y s t e m i s d e f i n e d t o be 
o p e r a b l e i f a t l e a s t one o f t h e t h r e e sys tem e l e m e n t s i s i n t h e o p e r a b l e 
s t a t e . The t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t y m a t r i x P , where t h e s t a t e s p a c e i s 
0 , 1 , 2 , and 3 , r e p r e s e n t i n g t h e number o f s y s t e m e l e m e n t s o p e r a b l e , i s 
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X X + 2 X 2 1 - ( X 1 + 2 X 2 ) 
( 5 - 1 5 ) 
From t h e above t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t y m a t r i x and E q u a t i o n ( 5 - 3 ) , one 
o b t a i n s t h e f o l l o w i n g sys tem o f d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s : 
p Q ( t ) - x1 P x ( t ) = 0 
P l ( t ) + X l P l ( t ) " ( X 1 + V P 2 ( t ) = ° 
P 2 ( t ) + ( X 1 + X 2 ) P 2 ( t ) - ( X 1 + 2 X 2 ) P 3 ( t ) = 0 ( 5 - 1 6 ) 
P 3 ( t ) + ( X 1 + 2 X 2 ) P 3 ( t ) = 0 
w i t h t h e i n i t i a l c o n d i t i o n s 
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P 0 ( 0 ) = P (0 ) = P 2 ( 0 ) = 0 , and P ^ O ) = 1 ( 5 - 1 7 ) 
T a k i n g t h e L a p l a c e t r a n s f o r m s o f ( 5 - 1 6 ) g i v e s 
S P ( s ) - X P ( s ) = 0 
S P x ( s ) + A 1 P x ( s ) - ( X 1 + X 2 ) P 2 ( s ) = 0 
S P 2 ( s ) + ( A 1 + X 2 ) P 2 ( s ) - ( A x + 2 A 2 ) P 3 ( s ) = 0 
S P 3 ( s ) + ( X 1 + 2 X 2 ) P 3 ( s ) = 1 
S o l v i n g f o r P ( s ) , K = 1 , 2 , 3 , and t a k i n g t h e L a p l a c e i n v e r s e t r a n s -
f o rms o f P ( s ) , one f i n d s : 
P-L( t ) ( X 1 + X 2 ) ( X 1 + 2 A 2 ) i - v 
—TT e 
1 - ( A 1 + X 2 ) t 
2x: 
1 - ( X 1 + 2 X 2 ) t 
2 A 2 
X, + 2X 
P 2 ( 5 ) " " V - 1 
- ( X 1 + X 2 ) t - ( X 1 + 2 X 2 ) t 
e - e 
P 3 ( t ) = e 
- ( X 1 + 2 X 2 ) t 
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T h e r e f o r e , t h e r e l i a b i l i t y f u n c t i o n f o r t h i s r e d u n d a n t s y s t e m i s f o u n d 
t o be 
R ( t ) = P i ( t ) + P 2 ( t ) + P g ( t ) ( 5 - 1 8 ) 
+ x2) (x1 + 2A2) 
2x; 
X 2 ( X + 2X2) ( X 1 + X 2 ) ( X 1 + 2X2) -(x1 + x2)t 
( \ 1 + X 2 ) ( X 1 + 2X2) - 2X2(X1 + 2X2) + 2X2 - ( X ^ 2 X 2 ) t 
The r e l i a b i l i t y f u n c t i o n f o r a t h r e e - e l e m e n t a c t i v e r e d u n d a n t s y s t e m i s 
o b t a i n e d f r om ( 5 - 1 8 ) by l e t t i n g X^ = X 2 = X as 
R ( t ) = 3 e " X t - 3 e " 2 X t + e ~ 3 A t ( 5 - 1 9 ) 
The m e a n - t i m e - t o - f a i l u r e o f t h r e e - e l e m e n t s t a n d b y r e d u n d a n t sys tem may 
be o b t a i n e d as b e f o r e by i n t e g r a t i n g t h e r e l i a b i l i t y f u n c t i o n i n ( 5 - 1 8 ) 
o v e r i t s r a n g e (0,«>). However , a s i m p l e r means o f o b t a i n i n g MTTF i s t h e 
u s e o f t r a n s i t i o n m a t r i x P . The m a t r i x i n ( 5 - 1 5 ) i s t h e t r a n s i t i o n 
m a t r i x o f an a b s o r b i n g Markov c h a i n w i t h s t a t e 0 as t h e a b s o r b i n g s t a t e 
( t h e s t a t e o f c o m p l e t e sys tem f a i l u r e ) . Once t h e a b s o r b i n g s t a t e i s 
r e a c h e d , i t s t a y s t h e r e w i t h u n i t p r o b a b i l i t y s i n c e t h i s , by d e f i n i t i o n , 
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t e r m i n a t e s t h e t r a n s i t i o n p r o c e s s o f t h e s y s t e m . 
Any t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t y m a t r i x o f an a b s o r b i n g Markov c h a i n 
w i t h s t r a n s i e n t s t a t e s and r - s a b s o r b i n g s t a t e s can be e x p r e s s e d 
i n t h e f o l l o w i n g c a n o n i c a l f o r m 
r - s 
P = 
R 
r - s 
where I i s t h e r - s by r - s i d e n t i t y m a t r i x , and 0 i s t h e r - s by s z e r o 
m a t r i x . 
F o r an a b s o r b i n g Markov c h a i n , Kemeny and S n e l l d e f i n e t h e f u n d a ­
m e n t a l m a t r i x as"*" 
N = [ I - Q] 
-1 
I f one d e f i n e s N . . t o be t h e t o t a l number o f t i m e s t h e sys tem i s i n 
1 3 
s t a t e j b e f o r e a b s o r p t i o n i f i t s t a r t s i n s t a t e i and 
E [ N . . ] = n . . 
1 3 1 3 
t o be t h e e x p e c t e d number o f v i s i t s t o s t a t e j b e f o r e a b s o r p t i o n , 
J o h n G. Kemeny and J . L a u r i e S n e l l , Finite Markov Chains ( P r i n c e ­
t o n , N . J . : D. Van N o s t r a n d Company, I n c . , 1 9 6 0 ) , p . 4 6 . 
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s t a r t i n g i n s t a t e i , t h e n i t can be shown t h a t 
N = [ I - Q ] " 1 = [ n . J 
U s i n g t h e above p r o p e r t y o f t h e a b s o r b i n g Markov C h a i n , t h e t r a n s i t i o n 




0 1 2 3 
0 1 0 0 0 
1—
' 
x i 1 -x 1 0 0 
C
M
 0 1 - ( A 1 + X 2 ) 0 
3 0 0 X 1 + 2 X 2 1 - ( X 1 + 2 X 2 ) 
1 2 3 
1 X l 0 0 
I - Q = 2 - V X 2 V A 2 0 
3 0 - X 1 - 2 X 2 X J L +2X 2 
2 I b i d . , p . 4 7 . 
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Upon i n v e r t i n g t h e above I - Q m a t r i x , one has 
(x1+x2) (X1+2X2) 0 0 
N = 1 
X 1(X 1+X 2)(X 1+2X 2) 
(x1+x2) (X1+2X2) X 1(X 1+2X 2) 0 
(x1+x2) (X1+2X2) X 1(X 1+2X 2) X 1(X 1+X 2) 
I t i s s e e n f r o m t h e above N m a t r i x t h a t t h e sys tem spends 
(X1+X2)(X1+2X2) / X 1(X 1+X 2)(X 1+2X 2) t i m e s i n s t a t e 1, and 
X 1(X 1+2X 2) / X 1(X 1+X 2)(X 1+2X 2) t i m e s i n s t a t e 2, and 
X 1(X 1+X 2) / X 1(X 1+X 2)(X 1+2X 2) t i m e s i n s t a t e 3 b e f o r e 
a b s o r p t i o n i n s t a t e 0 ( c o m p l e t e s y s t e m f a i l u r e ) , g i v e n t h a t t h e s y s t e m 
i n i t i a l l y s t a r t s w i t h s t a t e 3 ( a l l s ys tem e l e m e n t s o p e r a b l e ) . The sum 
o f t h e s e q u a n t i t i e s i s , by d e f i n i t i o n , t h e m e a n - t i m e - t o - f a i l u r e o f t h i s 
r e d u n d a n t s y s t e m . T h u s , 
(X +X ) (X +2X ) + X (X +2X ) + X (X +X ) 
MTTF \ ( X l T X 2 ) (X^2X 2) ^ 
- L + i + I — 
h \ + X 2 h + 2 X 2 
1 9 5 
For a n - e l e m e n t n o n - r e p a i r a b l e s t a n d b y r e d u n d a n t s y s t e m , t h e t r a n s i t i o n 
m a t r i x P and I - Q m a t r i x a r e r e s p e c t i v e l y 
P = 
n - 1 
Q 
1-A. 
A 1 + A 2 1 - ( A 1 + A 2 ) 




0 0 0 l - [ A 1 + ( n - 2 ) A 2 ] 




I - Q = 3 
n - 1 
( A 1 + A 2 ) X1+X2 
( A 1 + 2 A 2 ) X1+2X2 




A 1 + ( n - 2 ) A 2 0 
- [ A 1 + ( n - l ) A 2 ] A 1 + ( n - l ) A 2 
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Upon i n v e r t i n g t h e I - Q m a t r i x , one f i n d s t h e m e a n - t i m e - t o - f a i l u r e o f 
t h i s n - e l e m e n t r e d u n d a n t sys tem as 
M T T F - J ;
 + ipnq+ jp-vq+ •••+ x1 + <IDX2 ( 5 - 2 1 > 
n-1 
= I 
K=0 ( X 1
 + k v 
F o r a n - e l e m e n t p a r a l l e l r e d u n d a n t sys tem where X^ = X^ = X , t h e mean-
t i m e - t o - f a i l u r e i s o b t a i n e d f r o m E q u a t i o n ( 5 - 2 1 ) as 
H T T F = i + + . . . + i . ( 5 . 2 2 ) 
n i 
= y — 
K=0 K A 
The c o m p a r i s o n o f E q u a t i o n ( 5 - 2 1 ) w i t h ( 5 - 2 2 ) r e v e a l s t h a t when t h e 
f a i l u r e r a t e o f o f f - l i n e e l e m e n t s i s l e s s t h a n t h a t o f o n - l i n e e l e m e n t s 
w h i c h i s t r u e i n a c t u a l s i t u a t i o n s , s t a n d b y r e d u n d a n c y has g r e a t e r 
m e a n - t i m e - t o - f a i l u r e t h a n a c t i v e r e d u n d a n c y p r o v i d e d t h a t t h e f a i l u r e 
r a t e o f a s w i t c h i n g d e v i c e i s n e g l i g i b l e . 
R e p a i r a b l e S tandby Redundan t S y s t e m , Type I 
F i g u r e 13 shows a s t a n d b y r e d u n d a n t sys tem where o n l y a p r i m a r y 
sys tem e lemen t i s made r e p a i r a b l e . 
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P r i m a r y E lemen t ( R e p a i r a b l e ) X^ 
Standby E lemen t ( I r r e p a i r a b l e ) X 
F i g u r e 1 3 . R e p a i r a b l e S tandby Redundant Sys tem, Type I 
The s t a n d b y e lemen t i s a c t i v a t e d w h i l e t h e r e p a i r work i s b e i n g 
done on t h e f a i l e d p r i m a r y e l e m e n t , and i s p l a c e d a g a i n i n s t a n d b y 
p o s i t i o n as soon as t h e r e p a i r work i s c o m p l e t e d on t h e f a i l e d p r i m a r y 
e l e m e n t . A t any i n s t a n t i n t i m e , t h e sys tem can be i n one o f t h e f o l ­
l o w i n g f o u r m u t u a l l y e x c l u s i v e s t a t e s : 
S t a t e 0 : None o f t h e two sys tem e l e m e n t s a r e o p e r a b l e 
S t a t e 1 : One e lement i s o p e r a b l e , t h e o t h e r f a i l e d , 
b u t i r r e p a i r a b l e 
S t a t e 2 : One e lemen t i s o p e r a b l e , t h e o t h e r f a i l e d 
and r e p a i r work i s b e i n g p e r f o r m e d by an 
a t t e n d i n g o p e r a t o r 
S t a t e 3 : B o t h e l e m e n t s a r e o p e r a b l e 
The sys tem makes t r a n s i t i o n s f rom s t a t e s 1 , 2 , and 3 . Howeve r , 
no t r a n s i t i o n i s p o s s i b l e f r o m s t a t e 0 t o any o t h e r s t a t e . Once t h e 
s t a t e 0 i s r e a c h e d , t h e sys tem s t a y s t h e r e w i t h u n i t p r o b a b i l i t y . Then 













EA. 1 - ( A 1 + A 2 ) 
( 5 - 2 3 ) 
where E d e n o t e s t h e c o n d i t i o n a l p r o b a b i l i t y t h a t an a t t e n d i n g o p e r a t o r 
can r e p a i r t h e f a i l e d sys tem g i v e n t h a t a f a i l u r e has o c c u r r e d . 
P r o c e e d i n g as p r e v i o u s l y one can f i n d t h e r e s u l t i n g s y s t e m o f 
d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s a s : 
P Q ( t ) - x1 P x ( t ) - x1 P 2 ( t ) = 0 
P ( t ) + A x P x ( t ) - C ( 1 - E ) X 1 + X 2 ] P 3 ( t ) = 0 
P 2 ( t ) + ( X 1 + y ) P 2 ( t ) - E A X P 3 ( t ) = 0 
P 3 ( t ) - y P 2 ( t ) + ( A x + X 2 ) P 3 ( t ) = 0 
w i t h i n i t i a l c o n d i t i o n s 
P Q ( 0 ) = P 1 ( 0 ) = P 2 ( 0 ) = 0 , and P 3 < 0 ) = 1 
The r e l i a b i l i t y f u n c t i o n t o be f o u n d i s o f t h e f o rm R ( t ) = P ^ ( t ) + 
P ( t ) + P - ( t ) , s i n c e s t a t e s 1 , 2 , and 3 a r e t h e a c c e p t a b l e s t a t e s . I n 
2 o 
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o r d e r t o f i n d P ^ ( t ) , K = 1 , 2 , 3 , one t a k e s t h e L a p l a c e t r a n s f o r m s o f 
t h e f o r e g o i n g d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s and o b t a i n s t h e f o l l o w i n g l i n e a r 
e q u a t i o n s : 
S P Q ( s ) - X J L P 1 ( s ) - X1 P 2 ( s ) = 0 
S P J L ( s ) + X]_ P 1 ( s ) - [ ( 1 - E ) X 1 + X 2 ] P 3 ( s ) = 0 
S P 2 ( s ) + ( X 1 + y ) P 2 ( s ) - EX J L P 3 ( s ) = 0 ( 5 - 2 4 ) 
S P 3 ( s ) - y P 2 ( s ) + (X J L + X 2 ) P 3 ( s ) = 1 
S o l v i n g f i r s t f o r P 0 ( s ) f r om t h e l a s t two e q u a t i o n s one has 
EX 
P 2 ( s ) = - i 
S z + ( 2 X 2 + y + X 2 ) S + X 1 ( X 1 + y + X 2 + E y ) + y X 2 
S o l v i n g f o r t h e r o o t s o f d e n o m i n a t o r 
S 2 + ( 2 X 1 + y + X 2 ) S + X 2 ( X + y + X 2 + E y ) + y X 2 
One o b t a i n s two r o o t s a s 
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S 2 = 
- ( 2 X 1 + y + X 2 ) - ŷ y - X 2 T - 4 Ey X± 
A p p l y i n g t h e method o f p a r t i a l f r a c t i o n s , P 2 ( s ) can now be w r i t t e n as 
E X. 
P 2 ( S ) = S - S 
1 1 b 2 s - s 1 s - s2 
S u b s t i t u t i n g P 2 ( s ) f o u n d above i n t o t h e l a s t e q u a t i o n o f ( 5 - 2 4 ) , one 
has 
S + X + y S +• X + y 
P 3 ( s ) = E X ~ P 2 ( s ) = (S - S n ) (S - S j 
and f r o m t h e s e c o n d e q u a t i o n o f ( 5 - 2 4 ) 
» 1 ( s ) = [ ( i - E)x1 + x2: ( ( s . S j Ks - s2) + (sx + xx)(s2 + x2xs + \ x) 
(s1 + x1)(s1 - s2)(s - sx) (s2 + x1)(s1 - s2)(s - s2) 
T a k i n g t h e L a p l a c e i n v e r s e t r a n s f o r m s o f P ^ ( s ) , P 2 ( s ) and P g ( s ) f o u n d 
a b o v e , one f i n d s : 
P . ( t ) = [ ( l - E ) X . + X . ] ( 1 (e 1 - e -) 
1 1 2 b ± - b 2 
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- X . t S . t 
+ (s1 + x1) (s2 + x1) e + (s1 + xx) (sx - s2) e 
(s2 + x1) (s1 - s2) 
E X S t S t 
P 2 ( t ) = S - l V ( 6 " e ) Z b l b 2 
S . + y + X , S t S„ + X n + y S 0 t 
P ( t ) = 
3 S l " S 2 S l " S 2 
T h e r e f o r e , t h e r e l i a b i l i t y f u n c t i o n f o r t h i s r e d u n d a n t s y s t e m where o n l y 
a p r i m a r y e l emen t i s r e p a i r a b l e w i t h p r o b a b i l i t y E i s g i v e n by 
R ( t ) = P ( t ) + P 2 ( t ) + P 3 ( t ) ( 5 - 2 6 ) 
[ ( 1 - E ) X 1 + X 2 ] (1 + y ) + E X 1 + S 1 + y + X S t 
e 
S 1 " S 2 
[ ( 1 - E ) X 1 + X 2 ] (1 + y ) + E X 1 + S 2 + y + X ± S g t 
e 
S 1 " S 2 
[ ( 1 - E ) X 1 + X 2 ] y - X x t 
+ (s1 + x1)(s2 + x1) 6 
The r e l i a b i l i t y f u n c t i o n i n E q u a t i o n ( 5 - 2 6 ) r e d u c e s t o t h e same 
r e l i a b i l i t y f u n c t i o n f o r a n o n - r e p a i r a b l e s t a n d b y sys tem f o u n d i n E q u a ­
t i o n ( 5 - 1 1 ) when t h e p r i m a r y e lemen t i s n o t made r e p a i r a b l e , i . e . , 
y = 0 , and E = 0 . I n o r d e r t o f i n d t h e m e a n - t i m e - t o - f a i l u r e o f t h i s 
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s y s t e m , one makes u s e o f t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t y m a t r i x P i n Equa­
t i o n ( 5 - 2 3 ) . The f u n d a m e n t a l m a t r i x i s f o u n d t o be 
I - Q = 
0 0 
Xj+y 
- ( 1 - E ) X 1 - X 2 -EX1 x n + x 
1 2 
Upon i n v e r t i n g I - Q m a t r i x , one f i n d s 
N = 
X 1 ( X 1 + X 2 ) ( X 1 + y ) - y E X 1 
( X 1 + y ) ( X 1 + X 2 ) - E y X 1 0 
C ( l - E ) X 1 + X 0 ] y X n ( X n + y ) yX 
1 2 
( X 1 + y ) [ ( l - E ) X 1 + X 2 ] EX 
l v 1 
2 
X J [ ( X 1 + y ) 
Then t h e m e a n - t i m e - t o - f a i l u r e i s g i v e n by 
(X +. y ) [ ( 2 - E )X + X ] + E X 2 
MTTF = — - - - - - - — - ( 5 - 2 7 ) 
X (X + X ) ( X + y ) - E y X ^ 
I t i s i n t e r e s t i n g t o n o t e t h a t when y = 0 , and E = 0 , E q u a t i o n s 
( 5 - 2 6 ) and ( 5 - 2 7 ) r e d u c e t o t h e e q u a t i o n s f o u n d f o r n o n - r e p a i r a b l e 
s t a n d b y sys tem i n E q u a t i o n s ( 5 - 1 1 ) and ( 5 - 1 2 ) . 
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R e p a i r a b l e S tandby Redundant S y s t e m , Type I I 
F i g u r e 14- shows a t w o - e l e m e n t s t a n d b y sys tem where b o t h sys tem 
e l e m e n t s a r e made r e p a i r a b l e w i t h t h e p r o b a b i l i t y E f o r e a c h e l e m e n t . 
P r i m a r y E lemen t ( R e p a i r a b l e ) A^ 
S tandby E lement ( R e p a i r a b l e ) A^ 
F i g u r e 14 . R e p a i r a b l e S tandby Redundant S y s t e m , Type I I 
The t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t y m a t r i x w i t h s t a t e 0 as t h e a b s o r b i n g 





0 l - ( A 1 + y ) 
0 ( 1 - E ) ( A 1 + A 2 ) E ( A X + A 2 ) 1 - ( A 1 + A 2 ) 
Then t h e r e s u l t i n g sys tem o f d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s f o r t h i s sys tem 
becomes : 
P Q ( t ) - A 1 P 1 ( t ) - A x P 2 ( t ) = 0 
P 2 ( t ) + X 1 P 2 ( t ) - (1 - E ) ( A x + A 2 ) P 3 ( t ) = 0 
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P 2 ( t ) + ( A ^ y ) P 2 ( t ) - E ( A 1 + A 2 ) P 3 ( t ) = 0 
P g ( t ) - y P 2 ( t ) + ( A 1 + A 2 ) P 3 ( t ) = 0 
w i t h i n i t i a l c o n d i t i o n s 
P Q ( 0 ) = P 1 ( 0 ) = P 2 ( 0 ) = 0 , and PgCO) = 1 
The r e l i a b i l i t y f u n c t i o n t o be f o u n d i s o f t h e f o r m R ( t ) = P ^ ( t ) 
+ P 2 ( t ) + P g C t ) , s i n c e s t a t e 1 , 2 , and 3 a r e t h e a c c e p t a b l e s t a t e s . I n 
o r d e r t o f i n d P ( t ) , K = 1 , 2 , 3 , one p r o c e e d s as b e f o r e t o t a k e t h e 
K 
L a p l a c e t r a n s f o r m s o f t h e above d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s , and t h e n t a k i n g 
t h e i n v e r s e t r a n s f o r m s one f i n d s t h e r e l i a b i l i t y f u n c t i o n as 
R ( t ) = P 1 ( t ) + P 2 ( t ) + P 3 ( t ) 
S 1 + 2 A 1 + A 2 + y (1 - E ) ( X 1 + X 2 ) y 
S l " S 2 
(S + A 1 ) ( S 1 - S 2 ) 
S l t 
( 5 - 2 9 ) 
S 2 + 2 A 1 + A 2 + y (1 - E ) ( A 1 + A 2 ) y 
S l " S 2 (s2+x1)(sJL-s2) 
S 2 t 
(1 - E ) ( A 1 + A 2 ) y 
( S 1 + A 1 ) ( S 2 + A 1 ) 
- A x t 
where 
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s i = 
- ( 2 X 1 + X 0 + y ) + / ( y - X ^ * + 4 E y ( X 1 + X 2 > 
S 2 = 
- ( 2 X 1 + X 2 + y ) - Jiv - X 2 ) " + 4 E y ( X 1 + X 2 > 
To f i n d t h e m e a n - t i m e - t o - f a i l u r e o f t h i s s y s t e m , one f i n d s t h e f o l l o w i n g 
f u n d a m e n t a l m a t r i x 
I - Q = 2 X +y - y 
- Q - E ) ( X +x ) - E ( X +x ) x +x 
Upon i n v e r t i n g I - Q m a t r i x , one f i n d s : 
N = X 1 ( X 1 + y ) ( X 1 + X 2 ) - E y X 1 ( X 1 + X 2 ) 
( X 1 + y ) ( X 1 + X 2 ) - E y ( X 1 + X 2 ) 
y ( l - E ) ( X 1 + X 2 ) A 1 ( A 1 + A 2 ) y A l 
( 1 - E ) ( X x + y ) ( X 1 + X 2 ) E X 1 (X x +X ) X ( X ^ y ) 
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T h e r e f o r e , t h e m e a n - t i m e - t o - f a i l u r e o f t h i s sys tem i s o b t a i n e d by sum­
ming t h e l a s t row o f N m a t r i x as 
MTTF = 
( \ + X 2 ) [ A 1 + ( l - E ) y ] + X1(X1 + y ) 
A 1 ( A 1 + y ) ( A 1 + A 2 ) - E y A . ^ + A 2 ) 
( 5 - 3 0 ) 
A g a i n , E q u a t i o n ( 5 - 2 9 ) and ( 5 - 3 0 ) r e d u c e t o i t s n o n - r e p a i r a b l e c o u n t e r ­
p a r t s o f E q u a t i o n s ( 5 - 1 1 ) and ( 5 - 1 2 ) when y = 0 , and E = 0 . 
R e l a t i v e Improvement i n R e l i a b i l i t y 
In o r d e r t o e v a l u a t e t h e r e l i a b i l i t y g a i n s o b t a i n e d by mak ing a 
r e d u n d a n t sys tem r e p a i r a b l e w h i l e i n o p e r a t i o n , t h e f o l l o w i n g measures 
o f r e l a t i v e improvement a r e d e f i n e d : 
R e l a t i v e Improvement 
i n R e l i a b i l i t y 
R e l i a b i l i t y o f 
R e p a i r a b l e 
System 
( R e l i a b i l i t y o f ) 
N o n - R e p a i r a b l e 
System 
R e l i a b i l i t y o f N o n - R e p a i r a b l e System 
R e l a t i v e Improvement i n 
M e a n - T i m e - t o - F a i l u r e 
M e a n - T i m e - t o - F a i l u r e 
o f 
[ R e p a i r a b l e System J 
M e a n - T i m e - t o - F a i l u r e 
o f 
[ N o n - R e p a i r a b l e SystemJ 
T a b l e 11 shows t h e n u m e r i c a l r e s u l t s f o r t h i s r e l i a b i l i t y improve­
m e n t ; i t g i v e s t h e r e l a t i v e improvement i n r e l i a b i l i t y o f a t w o - e l e m e n t 
r e p a i r a b l e sys tem f o r s e v e r a l v a l u e s o f A^ and E . T a b l e 12 t h e n g i v e s 
t h e r e l a t i v e improvement i n a r e p a i r a b l e s y s t e m ' s MTTF t o a n o n -
T a b l e 1 1 . R e l a t i v e Improvement i n R e l i a b i l i t y o f a Two-E lemen t 
Redundant S y s t e m , Where y = 1 . 0 , A = A / 2 , t = 100 
FAILURE RATE OF ON-L INE ELEMENT, ^ 
0 .001 0 .002 0 .004 0 .006 0 .008 0 .01 0 .04 
E R 2 AR R 2 AR R 2 AR R 2 AR R 2 AR R 2 AR R 2 AR 
0 . 1 0 .9937 0 .07 0 .9768 0 .23 0.9204 0 .77 0 .8456 1.48 0 .7625 2 .27 0.6779 3.12 0.0576 1 5 . 3 
0 .2 0 .9944 0 . 1 3 0 .9792 0 .47 0 .9277 1.57 0 .8586 3 .04 0 .7808 4 .72 0 .7000 6 .55 0 .0684 3 6 . 7 
0 . 4 0 .9957 0 .26 0 .9839 0 .96 0.9432 3 .27 0 .8869 6 .44 0 .8217 1 0 . 2 0 .7524 1 4 . 5 0 .1059 111 .8 
0 .6 0 .9971 0 .40 0 .9889 1.47 0.9599 5 .11 0 .9188 1 0 . 3 0 .8695 1 6 . 6 0 .8154 2 4 . 1 0 .1873 274 .8 
0 .8 0 .9985 . 0 . 5 4 0 .9941 2 .00 0 .9781 7*09 0 .9545 1 4 . 6 0 .9253 2 4 . 1 0 . 8 9 2 1 3 5 . 7 0 .3723 6 4 4 . 7 
1.0 0 .9999 0 .68 0 .9994 2 .55 0.9977 9 . 2 3 0 .9948 19 .4 0 .9907 32 .9 0.9856 4 9 . 9 0 .8052 1510 .1 
R 0 .9931 0,9746 0.9133 0 ,8333 0,7456 0 .6574 0 ,0499 
NOTE: R = R e l i a b i l i t y o f Two-E lemen t N o n - R e p a i r a b l e System (y = 0) 
R = R e l i a b i l i t y o f Two-E lemen t R e p a i r a b l e System (y = 1 .0 ) 
R 2 - R l . . . . . 
AR = x 100 = R e l a t i v e Improvement m R e l i a b i l i t y 
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r e p a i r a b l e MTTF. I t i s t o be n o t e d f rom T a b l e 11 t h a t t h e r e l a t i v e 
improvement i n r e l i a b i l i t y i n c r e a s e s r a p i d l y as t h e f a i l u r e r a t e o f t h e 
sys tem e lement i n c r e a s e s . F o r a l o w e r f a i l u r e r a t e o f t h e sys tem 
e l e m e n t , t h e sys tem r e l i a b i l i t y a p p r o a c h e s t h e uppe r l i m i t ( u n i t y ) by 
mak ing t h e r e d u n d a n t s y s t e m e l e m e n t s r e p a i r a b l e . 
To i l l u s t r a t e t h e advan tages o f i n c o r p o r a t i n g t h e r e p a i r p o l i c y 
i n sys tem d e s i g n , t h e f o l l o w i n g example i s c o n s i d e r e d . Suppose t h a t 
t h e sys tem i s r e q u i r e d t o have a r e l i a b i l i t y o f , s a y , 0 .90 o r g r e a t e r 
o v e r t h e d e s i r e d o p e r a t i n g t i m e o f 100 h o u r s . The f a i l u r e r a t e o f o n ­
l i n e e lemen t i s 0 . 0 0 6 , and t h a t o f o f f - l i n e e lemen t i s 0 . 0 0 3 . T h e n , 
t h e r e l i a b i l i t y o f a s i n g l e r e d u n d a n t ( two sys tem e l e m e n t s ) sys tem 
w i t h o u t r e p a i r i s e s t i m a t e d f r om E q u a t i o n ( 5 - 1 1 ) t o be 0 . 8 3 3 2 , whereas 
a d o u b l y r e d u n d a n t ( t h r e e sys tem e l e m e n t s ) sys tem i s 0 . 8 9 0 2 , w h i c h i s 
s t i l l b e l o w t h e r e q u i r e d l e v e l o f 0 . 9 . I n t h i s s i t u a t i o n , t h e s y s t e m 
d e s i g n e r may have t h e o p t i o n o f a d d i n g a t h i r d r e d u n d a n t u n i t o r u s i n g 
t h e r e p a i r p o l i c y i n o r d e r t o meet t h e s p e c i f i e d r e q u i r e m e n t . Howeve r , 
i n t h i s c a s e , by mak ing t h e s i n g l e r e d u n d a n t sys tem ( two e l e m e n t s ) 
r e p a i r a b l e w i t h E f a c t o r o f 0 . 6 , t h i s r e q u i r e m e n t i s s a t i s f i e d w i t h t h e 
r e l i a b i l i t y o f 0 . 9 1 8 8 . And t h i s improvement i s o b t a i n e d w i t h o u t a d d i n g 
much w e i g h t as compared w i t h a c a s e o f a d d i n g a t h i r d e l emen t t o t h e 
s y s t e m . I t i s a t t h i s p o i n t t h a t t h e d e s i g n e r makes a c a r e f u l c o m p a r i ­
son be tween two a p p r o a c h e s . I f t h e w e i g h t and c o s t s a r e o f p r i m e 
i m p o r t a n c e i n t h e sys tem d e s i g n , o b v i o u s l y t h e d e s i g n a p p r o a c h i n c o r ­
p o r a t i n g t h e r e p a i r p o l i c y i s much p r e f e r a b l e t h a n t h e a p p r o a c h 
i n v o l v i n g t h e s t r a i g h t d u p l i c a t i o n s o f t h e sys tem e l e m e n t s . 
T a b l e 1 2 . R e l a t i v e Improvement i n a Two-E lemen t R e p a i r a b l e S y s t e m ' s 
MTTF t o a N o n - R e p a i r a b l e S y s t e m ' s MTTF where X 2 = A / 2 
J 
y = 0 .01 y = 0 .01 y = 1.0 y = 1 .0 
X l 




2 M i M 2 
AM^ AM 
2 \ A M X AM 2 M i M 2 A M X AM 2 
0 , 1 1709 1733 1 .03 1 . 04 853 864 1.02 1 . 04 857 870 1.03 1. 04 171 174 1.03 1 . 04 
0 . 2 1759 1814 1.06 1 . 09 875 900 1.05 1. 08 884 917 1.06 1. 10 177 183 1.06 1 . 10 
0 . 4 1880 2048 1 .13 1. 23 929 1000 1.11 1 . 20 954 1055 1.15 1 . 27 190 210 1.14 1 . 26 
0 . 6 2048 2467 1.23 1 . 48 1000 1167 1.20 1 . 40 1055 1331 1.27 1 . 60 210 264 1.26 1 . 59 
0 . 8 2294 3444 1.38 2 . 07 1100 1500 1.30 1 . 80 1213 2154 1.46 2 . 58 241 420 1.45 2 . 52 
1 . 0 2692 8333 1.62 5 . 00 1250 2500 1.50 3 . 00 1496 367500 1.80 2 . 01 296 6833 1.78 41 
1667 833 833 167 
NOTE: = MTTF o f Two-E lemen t N o n - R e p a i r a b l e System 
M l = MTTF o f Two-E lemen t System where o n l y a P r i m a r y E lemen t i s R e p a i r a b l e 
H 2 
= MTTF o f Two-E lemen t System where b o t h E l e m e n t s a r e R e p a i r a b l e 
A M X = M 1 / M Q 5 A M 2 = M 2 / M Q 
o 
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C o n c l u d i n g Remarks 
When r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n s a r e made a t v a r i o u s subsys tem 
l e v e l s t h r o u g h t h e f u n c t i o n a l a l l o c a t i o n method and t h e f e a s i b i l i t y 
s t u d y d i s c l o s e s t h a t t h e u s u a l a p p r o a c h e s o f i n c r e a s i n g r e l i a b i l i t y 
c o u l d n o t meet t h e a l l o c a t e d r e q u i r e m e n t s , t h e sys tem d e s i g n e r must 
t h e n c o n s i d e r an a p p r o a c h i n w h i c h t h e weak sys tem e lemen ts a r e made 
r e p a i r a b l e w h i l e i n o p e r a t i o n by an a t t e n d i n g o p e r a t o r so t h a t t h e 
r e s u l t i n g subsys tem r e l i a b i l i t i e s s h o u l d meet t h e a l l o c a t e d r e q u i r e ­
ments . 
I n t h i s c h a p t e r , a d e s i g n a p p r o a c h i s d e v e l o p e d t h a t i s o r i e n t e d 
t o w a r d t h e sys tem d e s i g n e r s who a r e f a c e d w i t h t h e p r o b l e m o f c h o o s i n g 
on t h e p r o p e r c o m b i n a t i o n be tween r e d u n d a n c y and t h e r e p a i r p o l i c y as 
a means o f i m p r o v i n g t h e d e s i r e d r e l i a b i l i t y . T h i s d e s i g n a p p r o a c h i s 
a l s o h e l p f u l i n t h a t i t a l l o w s t h e sys tem d e s i g n e r t o impose s u c h 
l o g i s t i c r e q u i r e m e n t s a s t h e l e v e l o f s p a r e p a r t s and t h e a v a i l a b i l i t y 
o f r e p a i r t o o l s as w e l l as t h e c a p a b i l i t y o f t h e o p e r a t o r t o p e r f o r m 
t h e r e q u i r e d r e p a i r work i n o r d e r t o a c h i e v e t h e a l l o c a t e d r e l i a b i l i t y 
g o a l o f h i s s y s t e m . 
211 
CHAPTER V I 
CONCLUSIONS AND RECOMMENDATIONS 
C o n c l u s i o n s 
The s y s t e m d e s i g n e r r e s p o n s i b l e f o r d e s i g n i n g a r e l i a b l e sys tem 
f o r o p e r a t i o n a l use must t r a n s l a t e t h e o v e r a l l s ys tem r e l i a b i l i t y 
r e q u i r e m e n t i n t o n u m e r i c a l r e q u i r e m e n t s a t v a r i o u s subsys tem l e v e l s . 
These a l l o c a t i o n s a r e p e r f o r m e d by t h e use o f an a p p r o p r i a t e r e l i a b i l i t y 
a l l o c a t i o n m e t h o d . Because o f t h e c o m p l e x i t y i n r e l a t i n g many i n t e r ­
a c t i n g f a c t o r s i n t h e a l l o c a t i o n p r o c e s s , t h e sys tem r e l i a b i l i t y 
a l l o c a t i o n s a r e c a r r i e d ou t i n t h i s r e s e a r c h t h r o u g h two d i s t i n c t 
m e t h o d s — t h e f u n c t i o n a l a l l o c a t i o n m e t h o d , and t h e d e t a i l e d a l l o c a t i o n 
m e t h o d . W i t h t h e a p p l i c a t i o n o f t h e f u n c t i o n a l a l l o c a t i o n m e t h o d , t h e 
sys tem d e s i g n e r can a s s i g n a f i r s t s e t o f t h e r e q u i r e m e n t s t o t h e 
f u n c t i o n a l equ ipment g r o u p s w h i c h c o m p r i s e a g i v e n s y s t e m . I n d e v e l o p ­
i n g t h i s a l l o c a t i o n m e t h o d , c o n s i d e r a t i o n s a r e g i v e n t o s u c h f a c t o r s 
as t h e s t a t e - o f - t h e - a r t , c o m p l e x i t y , d u t y c y c l e as w e l l as t h e a p p l i -
c a t i o n a l s t r e s s e s , and use env i r onmen t f a c t o r s w h i c h i n f l u e n c e u n i t 
r e l i a b i l i t y . 
The f u n c t i o n a l a l l o c a t i o n method d e v e l o p e d h e r e seems t o have 
g e n e r a l a p p l i c a t i o n s due t o t h e f a c t s t h a t ( 1 ) t h e r e q u i r e d i n p u t d a t a 
t o t h e mode l a r e b a s e d o n l y on t h e a v a i l a b l e i n f o r m a t i o n d u r i n g t h e 
e a r l y d e s i g n s t a g e s o f a deve lopmen t p r o g r a m ; (2 ) t h e r e a s o n i n g 
emp loyed i n t h e a l l o c a t i o n p r o c e s s i s r a t h e r g e n e r a l s o t h a t t h e method 
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c a n be a p p l i c a b l e t o v a r i o u s k i n d s o f s y s t e m s ; and (3 ) t h e method t e n d s 
t o p r o v i d e more r e a l i s t i c r e s u l t s as usage e x p e r i e n c e s i n t h e f i e l d 
a c c u m u l a t e f o r a g i v e n s y s t e m . 
A f t e r t h e sys tem r e l i a b i l i t y r e q u i r e m e n t has been a l l o c a t e d t o 
t h e f u n c t i o n a l equ ipment g r o u p s w i t h i n a s y s t e m , t h e sys tem d e s i g n e r 
must r e v i e w and m o d i f y , i f n e c e s s a r y , t h e a l l o c a t e d r e q u i r e m e n t s as 
soon as t h e d e t a i l e d f e a s i b i l i t y s t u d y d i s c l o s e s t h e d i s c r e p a n c i e s 
be tween t h e a l l o c a t e d r e q u i r e m e n t s and improvement f e a s i b i l i t y . The 
most i n t e r e s t i n g c a s e a r i s e s when t h e r e a r e s e v e r a l d e s i g n a p p r o a c h e s 
a v a i l a b l e f o r a c h i e v i n g t h e r e q u i r e m e n t i n c l u d i n g t h e c o n v e n t i o n a l 
a p p r o a c h o f e m p l o y i n g r e d u n d a n c y f o r t h e weak u n i t s . The d e t a i l e d 
a l l o c a t i o n method d e v e l o p e d f o r a c c o m p l i s h i n g t h e s u p p l e m e n t a r y a l l o c a ­
t i o n s t a k e s e x p l i c i t l y a c c o u n t o f t h i s e x i s t e n c e o f s e v e r a l d e s i g n 
a p p r o a c h e s a t e a c h f u n c t i o n a l equ ipment l e v e l s 
The a l l o c a t i o n p r o b l e m f o r m u l a t e d i n E q u a t i o n s ( 3 - 1 ) and ( 3 - 2 ) , 
t h e n , i s t o s e l e c t t h e d e s i g n a l t e r n a t i v e and t h e l e v e l o f r e d u n d a n c y 
a t e a c h subsys tem i n such a way as t o max im ize t h e o v e r a l l sys tem r e l i ­
a b i l i t y , when (a ) t h e r e a r e s e v e r a l d e s i g n a p p r o a c h e s f o r a c h i e v i n g t h e 
r e q u i r e d r e l i a b i l i t y , and (b) t h e r e a l s o e x i s t t h e c o n s t r a i n t s on 
sys tem c o s t s and w e i g h t f o r a g i v e n s y s t e m . 
An a p p l i c a t i o n o f dynamic p rogramming t e c h n i q u e s t o t h i s a l l o c a ­
t i o n p r o b l e m has r e s u l t e d i n a d i f f e r e n t f o r m u l a t i o n o f t h e p r o b l e m i n 
E q u a t i o n s ( 3 - 1 2 ) and ( 3 - 1 3 ) i n w h i c h t h e w e i g h t c o n s t r a i n t i s e l i m i n a t e d 
t h r o u g h t h e use o f t h e Lag range m u l t i p l i e r method„ Whenever t h e r e ­
f o r m u l a t e d a l l o c a t i o n p r o b l e m i s s o l v e d f o r a g i v e n s e t o f t h e L a g r a n g e 
m u l t i p l i e r , a b y - p r o d u c t o f t h e c o m p u t a t i o n o f t h e o p t i m a l p o l i c y i s a 
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s e t o f s t a t e v a l u e s ( t h e v a l u e s o f an e l i m i n a t e d c o n s t r a i n t f u n c t i o n i n 
t h e o p t i m a l p o l i c y ) t h a t p e r m i t t h e s e n s i t i v i t y a n a l y s i s i n t h e g i v e n 
c i r c u m s t a n c e s . I n most c a s e s o f sys tem r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n s , t h i s 
s e n s i t i v i t y a n a l y s i s i s more i n t e r e s t i n g and u s e f u l t h a n s o l v i n g t h e 
p r o b l e m w i t h a p a r t i c u l a r v a l u e o f t h e c o n s t r a i n t . T h i s k i n d o f s e n s i ­
t i v i t y a n a l y s i s i s p r a c t i c a l l y i m p o s s i b l e t o o b t a i n t h r o u g h t h e c o n v e n ­
t i o n a l a p p r o a c h e s u n l e s s one has a f a i r l y s i m p l e and e x p l i c i t a n a l y t i c a l 
s o l u t i o n t o t h e p r o b l e m . 
The dynamic p rogramming a p p r o a c h u s e d t o s o l v e t h e p r o b l e m i s 
b e l i e v e d t o be an e f f i c i e n t one s i n c e t h e c o m p u t a t i o n a l scheme i n v o l v e d 
i s s i m p l e , p r a c t i c a l , e a s i l y i m p l e m e n t e d , and y e t y i e l d s t h e e x a c t 
s o l u t i o n t o t h e p r o b l e m . I t i s a l s o b e l i e v e d t h a t t h e c o m p u t a t i o n a l 
scheme d e v e l o p e d i s a p p l i c a b l e t o a c l a s s o f s e q u e n t i a l d e c i s i o n p r o b ­
lems i n v o l v i n g two d i s c r e t e d e c i s i o n v a r i a b l e s a t each s t a g e w i t h a 
s e t o f c o n s t r a i n t s . 
One i m p o r t a n t f a c t o r w h i c h i s n o t i n c o r p o r a t e d i n t h e deve lopmen t 
o f t h e f u n c t i o n a l a l l o c a t i o n method i s t h e sys tem c o s t w h i c h has a 
d i r e c t b e a r i n g i n any deve lopmen t program„ In C h a p t e r I V , a r e l i a b i l i t y 
a l l o c a t i o n method b a s e d on t h e c o n c e p t o f t h e sys tem c o s t i s p r e s e n t e d 
i n o r d e r t o supp lemen t t h e f u n c t i o n a l a l l o c a t i o n method„ T h i s a l l o c a ­
t i o n method has s e v e r a l c h a r a c t e r i s t i c s . I t t a k e s i n t o a c c o u n t t h e 
p r i m e c o s t e l e m e n t s t h a t a r e r e l e v a n t i n t h e r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n ; 
and i t makes c l e a r d i s t i n c t i o n be tween t h e o n e - t i m e i n v e s t m e n t s and 
t h e r e c u r r i n g o p e r a t i n g expenses w h i c h w i l l n o t o n l y p e r m i t an e a s y 
measurement o f r e l e v a n t c o s t e l e m e n t s bu t a l s o a c t u a l l y m i n i m i z e t h e 
p o s s i b l e e r r o r s i n t h e c o s t e s t i m a t i o n s . 
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The f i n a l p a r t o f t h i s s t u d y i s c o n c e r n e d w i t h t h e d e r i v a t i o n o f 
t h e r e l i a b i l i t y f u n c t i o n s and t h e m e a n - t i m e - t o - f a i l u r e s f o r b o t h t h e 
n o n - r e p a i r a b l e r e d u n d a n t s y s t e m and t h e r e p a i r a b l e s y s t e m . I n c e r t a i n 
s i t u a t i o n s , by mak ing t h e r e d u n d a n t sys tem r e p a i r a b l e by an a t t e n d i n g 
o p e r a t o r , t h e sys tem d e s i g n e r c a n i n c r e a s e r e l i a b i l i t y o f h i s s y s t e m 
w i t h o u t a d d i n g much sys tem w e i g h t as compared w i t h a c a s e o f t h e 
s t r a i g h t d u p l i c a t i o n s o f c r i t i c a l s y s t e m e l e m e n t s . I n g e n e r a l , t h e 
sys tem d e s i g n e r d e s i r e s t o f i n d t h e r e l a t i v e improvement i n sys tem 
r e l i a b i l i t y o r m e a n - t i m e - t o - f a i l u r e o f a r e p a i r a b l e sys tem o v e r i t s 
n o n - r e p a i r a b l e c o u n t e r p a r t . 
The r e l i a b i l i t y f u n c t i o n and t h e e q u a t i o n f o r m e a n - t i m e - t o -
f a i l u r e d e v e l o p e d make i t p o s s i b l e t o e s t i m a t e t h e s e r e l a t i v e i m p r o v e ­
m e n t s . The c h o i c e be tween two d e s i g n a p p r o a c h e s - - o n e i n c o r p o r a t i n g 
t h e r e p a i r p o l i c y w h i c h a l l o w s i n s t a n t r e p a i r s w h i l e i n o p e r a t i o n , and 
t h a t o f a d d i n g one o r more r e d u n d a n t u n i t s t o t h e weak e l e m e n t s can 
t h e n be made i n c e r t a i n d e s i g n s i t u a t i o n s w i t h due c o n s i d e r a t i o n s g i v e n 
t o s u c h f a c t o r s as i n c r e a s e d sys tem w e i g h t s o r s y s t e m c o s t s . 
Recommendat i o n s 
In t h e c o u r s e o f c a r r y i n g ou t t h i s r e s e a r c h , i t has f o u n d some 
a r e a s o f t h e f u t u r e r e s e a r c h t h a t w o u l d be f r u i t f u l i n f u r t h e r r e f i n e ­
ment o f t h e a l l o c a t i o n me thod . T h e r e a r e two a r e a s f o r w h i c h a d d i ­
t i o n a l r e s e a r c h may f o l l o w : 
1 . T e s t i n g o f b a s i c a s s u m p t i o n s made. I n d e v e l o p i n g t h e 
f u n c t i o n a l a l l o c a t i o n m e t h o d , t h e u n d e r l y i n g f a i l u r e d i s t r i b u t i o n i s 
assumed t o be t h e e x p o n e n t i a l f o r m , and t h a t t h e f a i l u r e p r o b a b i l i t i e s 
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o f t h e a l l o c a t i o n u n i t s a r e i n d e p e n d e n t s i n c e t h e a c c u r a t e i n f o r m a t i o n 
on t h e f a i l u r e p r o c e s s o f a n e w l y d e v e l o p e d sys tem i s n o t a v a i l a b l e a t 
t h e e a r l y s t a g e s o f a deve lopment p r o g r a m . T h e r e f o r e , i t was assumed 
t h a t t h e o p t i m a l a l l o c a t i o n d e r i v e d u n d e r t h e s e a s s u m p t i o n s i s m i n i m a l l y 
s e n s i t i v e . A d m i t t e d l y , n o t a l l s ys tem r e l i a b i l i t y a l l o c a t i o n p rob lems 
can be h a n d l e d i n t h i s way. H e n c e , one e x t e n s i o n o f t h i s r e s e a r c h 
i n v o l v e s f o r m u l a t i n g new a s s u m p t i o n s abou t t h e f a i l u r e p r o c e s s and 
mak ing n e c e s s a r y c o m p a r i s o n s be tween t h e two m e t h o d s . 
2 , T e s t i n g o f t h e v a l i d i t y o f assumed c o s t f u n c t i o n s . One o f 
t h e c r u c i a l t a s k s i n a p p l y i n g t h e a l l o c a t i o n method b a s e d on t h e c o n c e p t 
o f t h e sys tem c o s t s i s t h e d e t e r m i n a t i o n f rom h i s t o r i c a l d a t a o f u s e f u l 
r e l a t i o n s h i p s be tween t h e r e l e v a n t sys tem c o s t s and t h e a l l o c a t e d 
f a i l u r e r a t e . Because t h e r e a r e i n s u f f i c i e n t d a t a f o r e s t i m a t i n g t h i s 
c o s t f u n c t i o n i n p r a c t i c e , t h e f o rm o f t h e c o s t f u n c t i o n i s l a r g e l y 
j u d g e d by t h e e n g i n e e r i n g e x p e r i e n c e s . T h e r e f o r e , t h e p r o p o s i t i o n s 
made i n t h e d e r i v a t i o n o f t h i s c o s t f u n c t i o n may be f u r t h e r v e r i f i e d by 
t h e a c t u a l o b s e r v a t i o n s o f r e a l w o r l d c a s e s . 
APPENDIX 
COMPUTER PROGRAMMING PROCEDURE 
IN ALGOL 
OOOO 
ST*RT DF SEGMENT * * * * * * * * * * 001)2 
INTEGER N» C h « X , R» I » J , F» r,» RF T A » Z , ZHA T » MRAR, Y Y , K» T * OOOO 
INTFGEH SUM. H» TOTALCOST, TOT ALHE I GHT » 0 »K ! OOOO 
REAL V . 0 , LAHfiEST. G A I N , F I R ST » «F L1 A« I L1 T Y , T T ; OOOO 
INTEGER ARRAY A T » M H A T r o : ? ? ] » C . W r o : ? 2 » 0 : « ]» M » Y t 0 l ? 2 » 0 l I S O ) , OOOO 
MSTAH, YSTAR[0»22) , * C , SS[01 150] t 0006 
REAL ARRAY MAXtO«15J» P [ 0 : ? 2 » 0 i 4 1. F » S [ 0 : i S 0 3 f 0010 
LABEL L? 5 0016 
FILE IN C A R D O . 1 0 ) > F ILE OUT LINE 0 ( 3 , 1 5 ) * 0016 
LIST L T U N , CMAX. FflR I «• 1 STEP 1 UNTIL N 00 A T f I 1) ' 0023 
LIST LT2(F0R I«- 1 STFP 1 UNTIL N 00 FflR J * 1 STEP 1 UNTIL 0034 
ATT IT DC P [ I • J ) ) > 0037 
LIST L T 3 (F OR I«- 1 STFP 1 UNTIL N 00 FOR J * 1 STFP 1 U n T i l 0049 
ATI I I 00 C C I , J l ) J 0052 
L I S T LT4CF0R I * 1 STFP 1 UNTIL N 00 F OR J * 1 S T F P 1 UNTIL O O M 
A T t I ] DO H [ | » J ] ) i 0067 
FORMAT OUT FOM1("NAMBDA = " , X2 . F 7 . 4 , x b , " I s ~ . X 2 . I 4 1 , 0079 
START OF SEGMENT * * * * * * * * * * 00i)3 
F 0 M 2 ( X 1 1 , " C 0 S T " . X 4 , " F C . I » B ) " > X 6 , " M C . I , H ) " , X 4 , " Y C . I , M ) " » 0079 
X4»"WC(T>R)" )» 0079 
F 0 M 3 ( n 3 > X S , F S . 4 > X 5 . I 5 » X 5 . I S . X 5 , 1 5 >» 0079 
F0M4CXI1 ."SUBSYSTEM NO" 'X6»"REDUNOANCY",X8»"0ESTGN N0")» 0079 
F0M5MCT 17) ) . 0079 
F 0 M 6 ( X 1 1 , " R E L I A B I L I T Y = " , F 1 0 . a//X7,"T0TAI COST = " > I 5 , 0079 
X5»"M1TAL WEIGHT = " » 1 S ) > 0079 
F0M7(X11»"TIME = " » F 5 . 1 ) ; 0079 
0003 I S OOH? l.HNG, NEXT SE G OOn? 
RFADCCARIl . / , L T 1 ) i REA9CCARD, / »LT2) ) 0079 
R E A I H C A R O . / »l.T1}> READCCARO, / »LT4)> 0066 
C L O S U C A R D , HFLEASE) i 0093 
FOR V *• 0 .000* 00 009S 
FOR V 0 .0009 0(1 00"> 
BEGIN 010; 
FOR B «-0 STEP 1 UNTIL CMAX 00 BFGIN F [ B ] 1 ! O lOr 
W C t H ] «• 0 F N 0 : 01 o v 
TT «• TTMEC1) » 01 o 
FOR I «• 1 STEP 1 UNTIL N DO O i l 
BET, IN 0111 
FOR B 0 STEP 1 UNTIL CMAX 00 01 1 1 
BEGIN O i l ? 
FOR J 1 STEP 1 UNTIL ATr I 1 00 01 1 2 
BEGIN 0116 
U • P [ I . J ] ; F «• C [ I » J ] » G * W [ I » J 1 t 0116 
LARGEST - 2 . 0 J 01?1 
BETA «• ENTIERCB/E) ; 0 1 ? ? 
IF BETA > 0 THEN Z «• 1 FLSE Z 0 i 01?4 
L ? l CAIN «• C l - ( l - D W ) x E * P C - V x 7 x G ) x F C F W x E ] J 0130 
IF GAIN > LARGEST THEN REGlN LARGEST GAIN ; 013R 
ZHAT «• 7 END ; OlftO 
Z • Z • 1 » 0141 
IF Z > RETA THEN BEGIN M A X f J ] LARGFST 014? 
MHATIJ ] ZHAT END ELSE G(l TO L? O l t S 
ENDJ 0146 
FIRST MAXC 1 ] J 0147 
HRAR 4-MHATt 1 ] » 0148 
YY 1 ; 0109 
FOR K *• 2 STEP 1 UNTIL A T [ U 00 0 1 4 J 
IF MAXtK] > FIRST THEN REGlN FIRST MAXCK] J o i ' - ' i 
MRAR «• MHATtKl I VY «• K E NO ) 01' -«. 
S[B1 FIRST J 01 
Mt I #H 1 MBAM t m • 
Y{ I »ti ] * YY » 01 K 
S S t B ] MRAR x W [ I , Y Y ] «. WCCR-MHAR x C t I » Y Y ] ] 01 -
e m u o i*I I : 
f o r w «• 0 s t e p 1 u n t i l cmax 00 r e g i n f c r i «• s c r 1 > 017-
WCfRJ • SStR] E NO J 017' 
LNOJ 017 
WRITL(LINE>FllMl .V#N) } 01 = 
NRITt(LINE»Fl.lM2) / 019 
FOR T «• 0 STEP 1 UNTIL CMAX 00 0193 
WRITL(LINE»FllM3,T>FrT)>MtN»T],YrN»T]>WCrT]) > 019a 
SUM • CMAX J 0211 
FOR H • N STEP -1 UNTIL 1 DO BEGIN 021? 
MSTAKCH 1 «• M [ H» SUM ] J 021 3 
YSTARCH3 «• YfH.SUM) J 0215 
SUM * SIIM-MSTARtH] x C C H, Y S T A R t H 1 ] END i 0?17 
TOTALCOST «• CMAX - SUM J 0??3 
TOTALWEK.HT «• HCCCMAX] ; 0??<t 
RELIABILITY «• FtCMAxi x EXP(V x TOTALWEK.HT ) * 0??5 
WRITt(LINEtPAGEI) J 0??7 
WRITE(LINE' FOMO) ; 0230 
FOR 0 • 1 STEP 1 UNTIL N 00 0233 
WRITt(LINE»F(lMS»0»MSTARCO]» YSTAR(OI) > 0235 
WRITE(LINE»F0M6.RELIABILITY. TOTALCOST* TOTALWE I GHT ) > 0247 
TT «-(TIME(l) - TT) / 60 J 025ft 
WRITECLTNE>F0M7»TT) 0?60 
ENOJ 0?65 
E NOi 0269 
000? IS 027? L'1NG» NEXT 0001 
EXP IS SEGMENT NUMREH 0004>PR1 AOORESS IS 0110 
LN IS SEGMENT NUMHFR 0005»PRT AODRESS IS 0107 
UUTPUT(W) IS SEGMENT NUMBER 0006>PRT AOORESS IS 0113 
BLOCK CONTROL IS SFGMENT NUMBER O007»PRT ADO»ESS IS 0005 
INPUT(W) IS SEGMENT NUMBER 0008>PRT ADDRESS IS 0106 
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VITA 
Nam Kee Lee was b o r n i n S e o u l , K o r e a , on Augus t 1 3 , 1 9 3 0 , t h e son 
o f D r . and M r s . Byung Wee L e e . He a t t e n d e d p u b l i c s c h o o l i n S e o u l , 
K o r e a , where he was g r a d u a t e d f r o m h i g h s c h o o l i n May , 1 9 4 9 , w i t h t h e 
h i g h e s t h o n o r . 
I n September o f 1 9 4 9 , t h e a u t h o r e n t e r e d S e o u l N a t i o n a l U n i v e r s i t y 
where he u n d e r t o o k a p rog ram o f s t u d y i n m e c h a n i c a l e n g i n e e r i n g . Upon 
t h e o u t b r e a k o f t h e Ko rean War i n 1 9 5 0 , he j o i n e d t h e Ko rean Army as a 
f i r s t l i e u t e n a n t and s e r v e d f o r t h e n e x t f o u r y e a r s i n v a r i o u s combat 
d u t i e s . He was awarded t h e B r o n z e S t a r w i t h O a k - l e a f C l u s t e r f o r combat 
l e a d e r s h i p and was d i s c h a r g e d f r o m a c t i v e d u t y i n November , 1 9 5 4 , w i t h 
t h e r a n k o f m a j o r . 
W h i l e s e r v i n g i n t h e Army, t h e a u t h o r t o o k t h e e x t e n s i o n c o u r s e 
o f S e o u l N a t i o n a l U n i v e r s i t y and f u l f i l l e d t h e r e q u i r e m e n t s f o r t h e 
u n d e r g r a d u a t e d e g r e e . He was g r a d u a t e d i n M a r c h , 1 9 5 4 , w i t h t h e d e g r e e 
o f B a c h e l o r o f S c i e n c e i n M e c h a n i c a l E n g i n e e r i n g . B e g i n n i n g September 
1954 , t h e a u t h o r e n r o l l e d a t S e o u l N a t i o n a l U n i v e r s i t y t o p u r s u e 
g r a d u a t e s t u d y and r e c e i v e t h e d e g r e e M a s t e r o f S c i e n c e i n M e c h a n i c a l 
E n g i n e e r i n g i n M a r c h , 1956 . 
D u r i n g May o f 1 9 5 6 , t h e a u t h o r was emp loyed by t h e K o r e a F e r t i ­
l i z e r C o r p o r a t i o n as a p r o j e c t e n g i n e e r and s u p e r v i s e d t h e e n t i r e c o n ­
s t r u c t i o n o f i t s U r e a f e r t i l i z e r p l a n t i n C h u n g j u , K o r e a . I n Sep tember , 
1 9 5 7 , he was a s s i g n e d t o S w i t z e r l a n d t o c o o r d i n a t e i n d u s t r i a l p r o j e c t s 
f o r t h e Ko rean Government . 
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R e t u r n i n g t o K o r e a i n December , 1 9 5 8 , t h e a u t h o r resumed h i s 
d u t y w i t h t h e K o r e a F e r t i l i z e r C o r p o r a t i o n as C h i e f E n g i n e e r a t t h e 
C h u n g j u P l a n t . In J u n e o f 1 9 6 1 , he e n r o l l e d a t t h e N a t i o n a l I n s t i t u t e 
o f P u b l i c A d m i n i s t r a t i o n i n S e o u l , K o r e a , t o c a r r y a p rog ram o f s t u d y 
i n p u b l i c a d m i n i s t r a t i o n . He c o m p l e t e d t h e r e q u i r e m e n t s o f t h e 
I n s t i t u t e i n May , 1962 and was awarded t h e h i g h e s t hono r f r o m t h e 
P r e s i d e n t o f t h e R e p u b l i c o f K o r e a . 
To p u r s u e f u r t h e r g r a d u a t e s t u d y , t h e a u t h o r e n r o l l e d a t t h e 
U n i v e r s i t y o f H o u s t o n i n Sep tember , 1 9 6 2 , and r e c e i v e d t h e d e g r e e 
M a s t e r o f S c i e n c e i n I n d u s t r i a l E n g i n e e r i n g i n J u n e , 1964-. I n 
September o f 1 9 6 4 , he e n r o l l e d i n t h e P h . D . p rog ram o f t h e S c h o o l o f 
I n d u s t r i a l E n g i n e e r i n g a t t h e G e o r g i a I n s t i t u t e o f T e c h n o l o g y . He i s 
a member o f A l p h a P i Mu h o n o r a r y s o c i e t y . The a u t h o r i s m a r r i e d and 
h a s two s o n s . 
